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Introduction

Un exemple introductif : I'hélicoptere en papier

Un probleme d'optimisation simple... ‘ |

@ 4 parametres (longueur, hauteur
x2)

@ Min et max pour chaque ¥
parameétre (doit tenir sur une
feuille A4)

@ Objectif : “maximiser le temps -
de chute” ) K

Protocole experimental

Découpage, cage d'escalier + chronometre
fig2/helicovideo.mov
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Introduction

Un exemple introductif (suite)

Un systeme hautement stochastique

Erreur sur les parametres (découpage)

°
@ Erreur sur les mesures (chronométrage)
@ Angle pales / corps aléatoire (pliage)

°

Courant d’air...

= Temps de chute toujours différent

Comment faire?
@ Lancer plusieurs fois le méme hélicoptere ?

@ Découper plusieurs fois le méme hélicoptere ?

Et surtout
Comment détermine-t-on le meilleur hélicoptere ?
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Introduction

Stochasticité dans les modeles complexes

Modele stochastique

x déterministe — Simulateur — Y aléatoire

Le simulateur contient des éléments stochastiques (tirages aléatoires non
controlés, etc.)

Modele déterministe, entrées stochastiques

x déterministe —

o Simulateur |y déterministe
U aléatoire —

U : environnement incertain (climat?), parametre méconnu, etc.
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Formulations pour |'optimisation sous incertitudes

Plan

© Formulations pour I'optimisation sous incertitudes
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Formulations pour |'optimisation sous incertitudes

La paramétrisation double (x, U)

cf. Taguchi, 80’s
@ x : vecteur des variables d'optimisation déterministes

@ U : vecteur de parametres incertains

U sert a décrire :
@ un bruit (de mesure)
e I'erreur de modele (épistémique)

@ une incertitude sur certains parametres du simulateur
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Formulations pour |'optimisation sous incertitudes

Une paramétrisation générale

3 cas (combinables) :

Bruit sur les variables d’optimisation

f(x 4+ U) (erreur de découpage)

Bruit exogéne aux variables d’optimisation
f(x, U) (courant d’air)

Bruit sur la sortie du modele

f(x) + U (chronométrage + courant d'air)
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Formulations pour I'optimisation sous incertitudes

Le cas bruité

W;

i i '

On ne prend pas en compte le bruit,
on essaie de résoudre :

min f(x,U)

Pas de gradients, quels résultats pour I'optimisation ?
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Formulations pour |'optimisation sous incertitudes

Reformulation

On remplace le critére d’optimisation bruité par une mesure statistique :

miny(x) = E[f(x, U)]

xeX

Pour I'hélicoptere : on veut maximiser le temps de chute moyen.

Autres possibilités :
e quantile : minyex qo [f(x, U)]  (5e pire lancer / 100)
@ espérance + variance : minyex E[f(x, U)] + py/V [f(x, U)]

= On retrouve un pb d'optimisation déterministe !
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Formulations pour |'optimisation sous incertitudes

Approches directes

En pratique, les mesures statistiques sont estimées

Monte-Carlo simple :

P(x) = Ey[f(x, V)] CZf(x u), wuiiid. ~U

Go(x) = [MC x a]-ieme plus petit parmi f(x, u1),. .., f(x, upc)

Deux problemes majeurs :

@ Double boucle : propager les incertitudes sur U, optimiser sur x =
trés coliteux !

o Objectifs estimés = bruit
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Approches par métamodélisation

Plan

© Approches par métamodélisation
@ Le cas bruité (pas de contrdle de U)
@ Le cas ol U est contrélable
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Approches par métamodélisation Le cas bruité (pas de contréle de U)

Modeles polynomiaux

Modele "bruité” : optimisation de la moyenne : min E[Y] = f(x)

x déterministe — Simulateur —Y =f(x)+ U

Régression : prise en compte naturelle du bruit

Y =XB+e

Le métamodele (Xﬁ) donne une approximation de la moyenne

Optimisation : cadre favorable mais...

@ Locale : plans d’expériences D-optimaux : algorithme de Kiefer =
gourmand en pratique!

@ Régions de confiance : peu de résultats théoriques de convergence
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Approches par métamodélisation Le cas bruité (pas de contréle de U)

Krigeage et observations bruitées
On s'intéresse a :  f(x) (temps de chute moyen)
On a acces a : Y =f(x)+ U (temps de chute mesuré une fois)

Adaptation au bruit : ajout d'un terme dans la matrice de covariance

krigeage classique krigeage avec “effet de pépite”

Modele non interpolant : le krigeage prédit f(x), pas f(x)+ U'!
La moyenne de krigeage filtre le bruit
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Approches par métamodélisation Le cas bruité (pas de contréle de U)

Optimisation bruitée avec krigeage

Ne pas utiliser I'El car 7,
est bruité (potentiellement ‘ ’
trompeur)

Plusieurs stratégies adaptées
en redéfinissant un El : par
exemple EQI (amélioration sur
les quantiles du krigeage)

@ V. Picheny, D. Ginsbourger (2013)
Noisy kriging-based optimization methods : A unified implementation within the

DiceOptim package
Computational Statistics & Data Analysis

Le bruit doit étre connu ou estimé
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Le cas ou U est controlable

C'est notamment le cas d’un simulateur numérique dont les entrées x et u
sont choisies.

Simulateur F— Y

Hypotheése : U suit une distribution connue.

Il faut choisir pour chaque simulation un couple (x, u)
e MC possible (un x, N u)
o Méthode des moments

e Enorme gain a considérer I'espace joint D = {X, U}
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Méthode des moments

@ Si les U peuvent étre contrdlés, on peut faire une approximation a
I'ordre 1 ou 2 de f(x, u) en u par exemple par différences finies en wu.

o Si U~ N(ug,?), alors les moments (moyenne, variance, ...) de f
peuvent étre approchés analytiquement.

@ AN : cas assez général car de nombreuses distributions peuvent étre
ramenées aux distributions gaussiennes par transformations de Nataf
ou Rosenblatt.

Moments d'une forme quadratique gaussienne :

f, 8 D. Slepian (1958)

Fluctuations of Random Noise Power,

f Bell System Technical Journal
Transformations de Rosenblatt et Nataf :

N [@ R.E. Melchers (1999)
/ Structural Reliability Analysis and
/N u Prediction, Wiley (2nd Ed.)

Y
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Méthode des moments (approximation linéaire)

f(x,U) = fi(x,U) = f(x,uo)+ Viuf(x,up)(U — up)

(simplification des notations puisque x fixe ici)
fL(X, U) = fL(U) = f(uo) + Vf(U())(U — U())

fL(U) est une transformation linéaire de U, on a directement

EfL(U) f(UO)
VA(U) = VF(up) M2 VF(uo)T
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Méthode des moments (approximation quadratique)

f(U) = fy(U) = f(uo) + VF(uo)(U — up) + %(U — up) "V (o) (U — wp)
f,(U) = a+ ~(U—u*) 'V (uo)(U — u*)

ot u* = up — (V¥ (o)) VF(up) ' et
a = f(up) — VF (uo)(V (1)) ' VF(uo)" .

Suivent des changements de variables pour se ramener a des v.a. normales
centrées réduites :
(U — ")V (uo)(U — u*) = VT TV (o)l V

———
B

ot TV =U-u* V~NT Y ug— u*), 1)
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Méthode des moments (approximation quadratique)
B est symétrique et réelle, elle peut étre diagonalisée, B = PDP,
viBv = w'pw

ot W=PTV, W~ NPT Yug - u*),1,) car PTP = I,. Enfin,

=m

WTDW =(Z+m)'D(Z+m)=m"Dm+2m'DZ +Z"DZ

ot Z=W —m, Z~ N(0,I,). Aprés les changements de variables,
['approximation quadratique devient,

1 1
f,(Z2) = a+ 5mTDm +m'DZ + 5ZTDZ

1 : 1 —
= a+2mTDm+ZlD,m,Z,+2leIZI2
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Méthode des moments (approximation quadratique)

Z2~x31=>EZ2=1etVZ? =2

1
Ef, = a+m' Dm+ 5 Tr(D)

Z D?m?V(Z, Z D?V(Z?)

+ Y D;Djmim;Cov(Z;, Z;) Z D;Djm;Cov(Z;, Z?)
i#i M=
Cov(Z;, Zj) = Cov(Z, ZJZ) = 0 car Z; 1L.Z; donc

1
Vfy, = mTDZm+§Tr(D2)

R. Le Riche, V. Picheny Optimisation robuste La Rochelle, 5/11/2014 21/ 34



Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Approche par krigeage

@ Janusevskis & Le Riche (2012)
Simultaneous kriging-based estimation and optimization of mean response
Journal of Global Optimization

Algorithme en deux temps
@ Trouver x* qui donne la meilleure amélioration pour Eyf(x, U)

@ Trouver (x, u) qui donne le plus d'information sur Eyf(x*, U)

Outils
@ "Processus moyen" Z(x) = Ey[Y(x, U)] + amélioration espérée
@ Réduction d'incertitude : miny , VAR (Z,41(x*))
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

lllustration (1/3)

' integration Ey[f(z, U)]
30

2.51
Krigeage
2.0

1.01

Exact —
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

lllustration (2/3)

""" = argmax EI%(z)
T

(;ct“,qu) = arg rgiJIVAR Z(t;rnlm)(w)

-1{m
-1-0.8-0.6-04-0.2 0 0.2040.60.8
x

[
1
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

lllustration (3/3)

|
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Approches par métamodélisation Le cas ot U est contrélable

Conclusion partielle

Optimisation robuste et métamodeles

@ Minimisation d'espérance, deux cas standards :
minE[f(x)+ U] et minEy[f(x, U)]
xeX xeX

@ U = bruit : le métamodele, bati avec hyp. de bruit additif, agit
comme un filtre
e U contrdlable :

o le métamodele lie les deux espaces
o Calcul analytique des moments

Limitations
@ Dimension (x+u) < 20

o Complexité!
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Algorithmes évolutionnaires

Plan

@ Algorithmes évolutionnaires
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Algorithmes évolutionnaires

calculate f

sampling selection

update m

CMA — ES(u, \) peut optimiser de nombreuses fonctions bruitées car :
@ non élitiste

@ choix de la moyenne de la prochaine itération filtre le bruit

(échantillonnage spatial comme proxy pour |'échantillonnage de U)
1 _ 1 I A
mTt=mt 4 LY
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Algorithmes évolutionnaires

CMA-ES et optimisation bruitée

Ré-échantillonner ou augmenter la taille de la population ?

Il est possible de faire : f(x) = 1 3% | Yi(x)
= Augmenter la population est plus efficace [Beyer and Sendhoff 2007,
Arnold and Beyer 2006]

Améliorations spécifiques au bruit
@ Observation : (1 + 1) — CMA — ES avec redémarrage tres efficace «
petites populations avantageuses ?

o “Elitisme" pénalisant pour les fonctions bruitées : un échantillon
chanceux va attirer I'optimiseur dans une mauvaise région

@ Comment définir un algorithme rapide, local et non élitiste ?
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Algorithmes évolutionnaires

Echantillonnage en miroir et sélection séquentielle

' ——> mutation vector
independent

—

mirrored vector
..... (dependent)
..if all worse:
~. selection
i as usual

® parent
_— better offspring
~ worse offspring

X evaluation saved

R. Le Riche, V. Picheny

Dérandomisation et échantillonnage en
miroir
@ un aléa — deux enfants

@ souvent bons / mauvais opposés

Sélection séquentielle

Arrét des évaluations dés qu’'une solution
meilleure qu'un parent est trouvée

En combinant

Quand un enfant est meilleur que son
parent, son symétrique est moins bon et
inversement — on évalue dans I'ordre
m-+y,m—y,m+yy,m-=y,...

v
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Algorithmes évolutionnaires

Résultats

(1,4) — ES avec miroir et sélection séquentielle

Testé dans BBOB'2010 (Black Box Optimization Benchmarking)
http://coco.gforge.inria.fr/bbob2010-downloads
Meilleure performance sur tous les algorithmes testés a ce jour sur
certaines fonctions bruitées

@ Brockhoff, Auger, Hansen, Arnold, Hohm (2010)
Mirrored Sampling and Sequential Selection for Evolution Strategies
PPSN XI
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Conclusion

Conclusion (1/2)

Pour récapituler

@ Optimisation — difficile en presence de bruit — formulation adaptée
— fonctions bruitées

= Métamodeles + statistiques

= Optimiseurs stochastiques

Domaines d'application

o CMA-ES : robuste (cf. cours du 4/11) mais inapplicables aux
simulateurs coliteux

o Krigeage : petite dimension, simulateur >> calculs de recherche de
point
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Conclusion

Conclusion (2/2)

Beaucoup d'approches non traitées
@ Approches fiabilistes (FORM/SORM, contraintes probabilisites)
e "Anti-optimisation” (pire cas pour U)

@ Chaos polynomial, ...

Beaucoup de choses a développer
o Métamodeles en grande dimension

@ Approches Bayésiennes ou apparentées lorsque I'on ne connait pas la
loi de U

@ Incertitudes en cascade dans les couplages de codes
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