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Positionnement du cours

| entrées | — | modéle | — | sortie
Xi
M Y = M(X1 P 7Xd)
Xa
Cours Plans d’expériences :
—
planification, échantillonnage

Cours Analyse de Sensibilité :

estimation des indices de sensibilité
o = = = = 9waQe
"~ ClémentnePrieur  Analyse de Sensibilité Stochastique | ASPEN2013  2/44
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Introduction

Contexte :

R
}/:M(X17...,Xd)
ses entrées.

Objectif : déterminer comment la sortie du modele réagit aux variations de



Introduction

Contexte :

Objectif : déterminer comment la sortie du réagit aux variations de
ses entrées.

Plusieurs types d’analyse :

@ analyses qualitatives : est-ce qu’il y a des effets non-linéaires ? des
interactions ?
ex. : méthodes de criblage (screening).

@ analyses quantitatives : hierarchisation des facteurs, tests statistiques Hp
"entrée négligeable".
ex. : indices de sensibilité de Sobol’ (voir suite du cours).

Une analyse de sensibilité permettra éventuellement de mettre en défaut un
modele.

Clémentine Prieur Analyse de Sensibilité Stochastique _



Introduction

Plusieurs approches pour I'analyse de sensibilité quantitative :
Approches locales :

M(X) '~ M(X0) + 529 (%—;‘)xo (x; — xP) (développement de Taylor).

Indice de sensibilité du premier ordre pour I'entrée i : (%) .
VS

Avantages : moindre co(t de calcul, méme si d grand (lorsqu’on peut calculer
I'adjoint, colt indépendant de la dimension).

Inconvénients : approche locale, qui de plus repose sur une hypothése de
linéarité.

0,08

0.08

0.04

0.02




Introduction

Approches globales :

On attribue au vecteur d’entrées une loi de probabilité définie a partir d’avis
d’experts, d’'observations, ...

ex. : si les entrées sont supposées indépendantes, il suffit de définir des lois
marginales.

FIGURE: loi (gauche) unimodale, (droite) bimodale



Introduction

On fait varier les entrées selon leur loi de probabilité.

G
D,C# D,

FIGURE: Locale versus Globale (G := /M), illustration



Introduction

On fait varier les entrées selon leur loi de probabilité.

X oy
G

D, o D, TR
FIGURE: Locale versus Globale (G := /M), illustration.

Une approche naturelle :

Indice de sensibilité du premier ordre de I'entrée i : Ex {(%_;A)x}

Avantages : approche globale.

Inconvénients : colt de calcul importants (intégration numérique), pas assez
discriminant.

“o 1 2 3 4 5 628 o 1 2 3 ] 628
X X



Plan du cours

Mesures de sensibilité, définition, estimation

I- Mesures fondées sur la régression linéaire.
[I- Analyse de la variance fonctionnelle.

[ll- Estimation des indices de Sobol

e par méthodes type Monte Carlo et variantes,
e par méthodes spectrales.

IV- Indices distributionnels.

V- Extensions.



|- Mesures fondées sur la régression linéaire

Y = M(Xi,..., Xq)

@ Coeff. de corrélation linéaire

Cov(X;, Y
pi=p(X,Y)= VX, )

/ Var(X;)/Var(Y)
@ Coeff. de corrélation partielle

PCC, = PCC (X, Y) = p (y Ly x

)?,_(i)>

o =
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|- Mesures fondées sur la régression linéaire

Y =M(Xq,...,Xq)
@ Coeff. de corrélation linéaire
Cov(X;, Y)
i=p(X,Y)=
pi=plX,¥) / Var(X;)/Var(Y)
@ Coeff. de corrélation partielle

PCC, = PCC (X, V) = p <y v X -
Remarques :

)A(i—(i))

esi ¥ =X7 53X, etsiles entrées sont indépendantes, 57, )2 (X, Y) = 1;

[m]

=
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|- Mesures fondées sur la régression linéaire

@ Coeff. de corrélation linéaire

Cov(X;, Y)

/ Var(X;)/Var(Y)

pi=p(X,Y)=

@ Coeff. de corrélation partielle

PCC, = PCC (X, Y) = p (Y -0, x — )?F(")>

Remarques :
esi ¥V = ZL BiXi, et si les entrées sont indépendantes, 27:1 P2 (X, Y)=1;

e si les entrées sont corrélées, les PCC sont plus appropriés.



|- Mesures fondées sur la régression linéaire
Validité du modeéle linéaire ?

Un exemple jouet : ¥ = 2X; +3X:2 +5, X; ~U([0,1]), i = 1,2, X; 1L Xo.

y1 versus x1 pour x2 fixé Y2 versus x2 pour x1 fixé

On peut approcﬁ'her ce modele par un modéle linéaire : ﬂ
Y =0Xi+3Xo+ 0y +¢, ¢ NN(O,Uz).

Echantillon d’apprentissage : yx = M (X1, ..., Xgx), k=1,...,100
=V =PB1x 4 B2xo + fo = 2.06x1 + 3.15x2 + 4.34.
Quelles mesures pour quantifier la qualité de ce modéle ?



|- Mesures fondées sur la régression linéaire

* Coefficient R?

R2 — SCE i ZT=1 (?k —Y)2

SCT S (e —y)
Vi = ZL BIXFery = S Yk




|- Mesures fondées sur la régression linéaire

* Coefficient R? ,

pe_ SCE _ Xy ()
SCT = S =y

Ve =L Bixis V = 20, Ve

* Erreur de prédiction, par exemple par validation croisée :
2
~—(k
1 >k (Yk( ) yk)
mLS (Ve

Ve =59 578y, 37 estimé a partir de

VX)), j=1,...,k—1,k+1,....m



|- Mesures fondées sur la régression linéaire

Si la relation entrées/sortie n’est plus linéaire mais monotone, on travaille sur
les rangs.

Vi X, k=1,...,mi=1,...,d

ri rang de x; , dans (X 1,.... X m), Ik rang de y, dans (yi,....Vm)

S (rik—Fi)(re—T)

S __
NN I T S N

e idem pour pcc;



II- Analyse de la variance fonctionnelle
Rappels d’ANOVA
Y quantité d’intérét, X; (resp. X>) facteur qualitatif a / (resp. J) niveaux.
modele : Y,'j Z/JJ—I-a,'—i-ﬁj—i—’y,‘,j—i—E,'j, Ejj ii.d. N(O,Uz).
contraintes d'identifiabilité : 5, a; =0, 37, 8 = 0, Yj_; 75 = 0,
J
2=17%i =0

Estimation des effets :

plan complet, équilibré, avec r > 1 répétitions — y;, k =1,...,r

=Y. &=Yi.-Y. =Y;.=Y, i=Yi—Yi—-YitV
avec les notations usuelles v = % S Z}’=1 > ket Yiiks

r
,‘., Jrzzyljk’ yj Irzzyjka y/j Zyljk
k=1

j=1 k=1 i=1 k=1



II- Analyse de la variance fonctionnelle
Dans le modéle précédent, on définit :
e les prévisions yjx = ¥,

e les résidus & = yik — Jik = Yik — Vi



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans le modéle précédent, on définit :
e les prévisions yjx = ¥,

e les résidus i = Yijk — Yik = Yik — Vjj.-
Décomposition de la variance :

SCT = SCM + SCR
variance totale = variance expl. par le modéle + variance résiduelle

/ J r i J
e =YY -9 SC%=>33(,-¥°
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
I} J r

SCX1X2=ZZZ y,j _7‘j.+7)2a

i=1 j=1 k=1

I J
y/k _Y/k) ZZ (}_/,j —y/'jk)z.

1 k=1 i=1 j=1 k=1

r

M“

soR=3

i=1j



[I- Analyse de la variance fonctionnelle

Tests d’hypothése : plusieurs tests possibles.

ex. : Hyo : modéle additif contre Hy : modéle complet

Statistique de test :

;_ SCXiXe/(W—1-J+1)

 F( = [ — J+ 1,1 — ).
SCRI(r =10y [ Wol=d+ T br=1)

Hypothéses sous-jacentes au modéle d’ANOVA :

e les facteurs n’influencent que la moyenne de la variable quantitative Y et
pas sa variance ;

e les variations autres que celles provoquées par les facteurs sont
gaussiennes et indépendantes.

Clémentine Prieur Analyse de Sensibilité Stochastique _



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Généralisation fonctionnelle : (Antoniadis, 1984)

Y(s, 1) = M(s, 1) +e(s,t), (s,f)eSxT
avec

e =(s, t) processus gaussien centré de fonction de covariance K(s, t),

e S et T deux espaces métriques compacts.



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Généralisation fonctionnelle : (Antoniadis, 1984)

Y(s, 1) =M(s, 1) +e(s, ), (s,1)eSxT
avec
e =(s, t) processus gaussien centré de fonction de covariance K(s, t),

e S et T deux espaces métriques compacts.

Et dans un contexte plus général : (Hoeffding, 1948 ; Sobol’, 1993)
Y = M(Xy,..., Xa)y (X, Xa) ~ Px,,. x,-




II- Analyse de la variance fonctionnelle

Généralisation fonctionnelle : (Antoniadis, 1984)

Y(s, 1) =M(s, 1) +e(s, ), (s,1)eSxT
avec
e =(s, t) processus gaussien centré de fonction de covariance K(s, t),

e S et T deux espaces métriques compacts.

Et dans un contexte plus général : (Hoeffding, 1948 ; Sobol’, 1993)
Y = M(Xy,..., Xa)y (X, Xa) ~ Px,,. x,-

Dans la suite on supposera :

i) les X; sont indépendantes ;
iy vi=1,...,d, X; ~U([0,1]).



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans la suite on supposera :

i) les X; sont indépendantes;
iy vi=1,0.,d, X; ~U([0,1]).

Lhypothése ii) n’est pas restrictive : par la méthode d’inversion,
Y = M(Xi,...,Xq) s’écrit

Y = M(F (W), ... Fx (Ug)) = M(Uy, ..., Ug)

avec U;,i =1,...d indépendantes, et pour tout i, U; ~ U ([0, 1]), F>?,-1 inverse
généralisée de la fonction de répartition de X;.



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans la suite on supposera :

i) les X; sont indépendantes;
iy vi=1,0.,d, X; ~U([0,1]).

Lhypothése ii) n’est pas restrictive : par la méthode d’inversion,
Y = M(Xi,...,Xq) s’écrit

Y = M(F (W), ... Fx (Ug)) = M(Uy, ..., Ug)

avec U;,i =1,...d indépendantes, et pour tout i, U; ~ U ([0, 1]), F>?,-1 inverse
généralisée de la fonction de répartition de X;.

Le cas des entrées corrélées, beaucoup plus complexe, sera discuté a la fin
de ce cours.



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des entréees ?
Var (Y|X; = x;), comment choisir x; ?

Analyse de Sensibilité Stochastique
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des entréees ?
Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X)]



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des entréees ?
Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X)]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance de Y :
variable X; influente.



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des entréees ?
Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X)]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance de Y :
variable X; influente.

Théoreme (variance totale)
Var(Y) = Var [E (Y|X;)] + E [Var (Y| X))]. J




II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des entréees ?
Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X)]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance de Y :
variable X; influente.

Théoreme (variance totale)
Var(Y) = Var [E (Y|X;)] + E [Var (Y| X))].

Définition (Indice de Sobol du premier ordre)
i=1,...,d
_ VIE(Y]X)]
0<S = TVar(Y) <1




II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des entréees ?
Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X)]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance de Y :
variable X; influente.

Théoreme (variance totale)
Var(Y) = Var [E (Y|X;)] + E [Var (Y| X))].

Définition (Indice de Sobol du premier ordre)

i=1,....d
VIE (Y|X)]
<8 ==V
0<S Var(Y) — 1
ex. : sortie linéaire Y = 7 . 3,X;, on obtient S; = ﬁi,la(rg,))() = P2



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y= XZ+ X

X ~U([0,1]) Xi 1L Xo
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X2+Xg X ~U([0,1])

E(Y|Xi) = X2 + E(Xz) = Var[E(Y|Xy)] = Var(X?) =

Xy 1L X5

4

45



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y= XZ+ X

Xi~U(01]) X 1L X

E(Y|Xi) = X2 + E(X2) = Var[E(Y|X))] = Var(X?) = &

5
E(Y|X) = E(X?) + X2 = Var[E(Y|X2)] = Var(Xe) = 15



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X+Xg Xi~U(0,1]) X 1L X
E(Y|X1) = X2 + E(Xz) = Var[E (Y|X1)] = Var(X?) = 4i

5
E(Y|X) = E(X?) + X2 = Var[E(Y|X2)] = Var(Xe) = 15
Var(Y) = Var(X?) 4 Var(Xp) = 3

[m]

=
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X+Xg Xi~U(0,1]) X 1L X
E(Y[Xi) = X2 + E(Xz) = Var[E(Y|X;)] = Var(X?) = &
E(Y|X2) = E(X?) + Xo = Var[E(Y|Xz)] = Var(X2) = 15
Var(Y) = Var(X?) 4 Var(Xp) = 3
16
Sy = 37 ~ 0,516, S; = 31~ 0,484

[m]

=
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X+Xg Xi~U(0,1]) X 1L X
E(Y|X1) = X2 + E(Xz) = Var[E (Y|X1)] = Var(X?) = 4i

5
E(Y|X) = E(X?) + X2 = Var[E(Y|X2)] = Var(Xe) = 15
Var(Y) = Var(X?) 4 Var(Xp) = 3

16
= — = 1 =
Sy 31 0,516, S,

~ 0,484
31 0,48
S1 + 82 =1,n odele additif

[m]

=
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Plus généralement,

Théoreme (Décomposition de Hoeffding)

M :[0,1]9 = R, Jo.1pe M3(x)dx < 00

M admet une unique décomposition de la forme

Mo + S M) + 1 <iajeq Mij(Xi %) + ..+ Mi__a(x1,- .., Xa)
sous les contraintes

@ M constante,
eVvVi<s<dVi<i<..<ig<d,Vi<p<s

[m] = -

\ \: Q
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : Mo = [, ;.M (x)dx et les termes de la décomposition sont
orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
o ,f\/l/'(X,') = j‘[071]d71 J\/l(X) np;é,'pr - Moy



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : Mo = [, ;.M (x)dx et les termes de la décomposition sont
orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
o ,f\/l/'(X,') = j‘[071]d71 J\/l(X) np;é,'pr - Moy
® i j Mij(Xi, %) = fig )2 M(X) Mpzijdxp — Mo — Mi(xi) = M;(x;)



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : Mo = [, ;.M (x)dx et les termes de la décomposition sont
orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
o ,f\/l/'(X,') = j‘[071]d71 J\/l(X) np;é,'pr - Moy

® i j Mij(Xi, %) = fig )2 M(X) Mpzijdxp — Mo — Mi(xi) = M;(x;)
@ ..~



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : M = f[m]d M(x)dx et les termes de la décomposition sont
orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
o ,f\/l/'(X,') = j‘[071]d71 ,\/I(X) np;é,'pr - Moy

® i j Mij(Xi, %) = fig )2 M(X) Mpzijdxp — Mo — Mi(xi) = M;(x;)
o ...

Calcul d’intégrales multiples.



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Décomposition de la variance : X, ... Xy i.i.d. ~ U ([0, 1])
Y = M(X) = Mo + X8 Mi(X) + ...+ Mi__a(Xi, ..., Xq)

® My = E(Y),
® Mi(Xi) = E(Y|X;) ~E(Y),

© i#j Mi(Xi. X)) = E(Y]X, X)) = E(Y]X) —E(Y]X) + E(Y),
o ...



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Décomposition de la variance : X, ... Xy i.i.d. ~ U ([0, 1])
Y = M(X) = Mo+ 0, Mi(X)+...+

o /\/lo = E(Y),
o Mi(X) =E(Y|X)~E(Y),

© i#j Mi(Xi. X)) = E(Y]X, X)) = E(Y]X) —E(Y]X) + E(Y),
o ...

Var(Y) = 2% Var (M (X)) + ...+ Var (M 4(Xi, ... X))

o =
Analyse de Sensibilité Stochastique



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Définition (Indices de Sobol)

VI=1,...,dS,'

_ Var(AM0(0) _ Var[B(Y|X)]
Var(Y) Var(Y)
. . Var( M (X, X Var|E( Y] X, X
Vi£jS, = (Var/((Y) 1) _ VarlB( 2)

—Var[E( Y| X))]—Var[E( V] X))]
Var(Y)




II- Analyse de la variance fonctionnelle

Définition (Indices de Sobol)

VI=1,...,dS,'

_ Var(A(X)) _ Var[E(Y|X)]
Var(Y) Var(Y)
. . Var( M (X, X Var|E( Y] X, X
Vi£jS, = (Var/((Y) 1) _ VarlB( 2)

—Var[E( Y| X))]—Var[E( V] X))]
Var(Y)

i#]
Définition (Indices totaux)

I=1,...,d ST,.Z

>

Su-
uc{t,....d}, u#£0, icu
o = = LY
~ ClémentnePrier  Analyse de Sensibilité Stochastique | ASPEN2013  23/44
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Indices de Sobol’ :

Définition (Indices totaux)

i=1,...,d Sr= > Su.
uc{1,....d}, u#£0, icu

Xy = (X1, Xic1, Xig, ..o, Xa)

En utilisant le théoréme de la variance totale,

Sr, =

_E[var (VX)) Var[E (VX )]

Var(Y)

Var(Y)

o =
Analyse de Sensibilité Stochastique



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Indices par facteur :

Effets

principaux

Interactions

2 facteurs

Interactions

3 facteurs

Effet total de A

Effets

principaux

Interaction:

2 facteurs

Interactions

3 facteurs

DA




II- Analyse de la variance fonctionnelle

Indices par groupe de facteurs :

Effets Effets

principaux principaux

- >

Interactions| 7/ e \ Interactions

2 facteurs 2facteurs
e

Interactions \ 24

3 facteurs

Interactions

3 facteurs

u]
o)
1l
n
it
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Constat : I'expression analytique des indices de Sobol’, qui fait apparaitre des
intégrales sur des espaces de grande dimension, est rarement accessible.



I1l- Estimation des indices de Sobol

Constat : I'expression analytique des indices de Sobol’, qui fait apparaitre des
intégrales sur des espaces de grande dimension, est rarement accessible.

2 types d’approches principalement pour I'estimation

1) approches type Monte-Carlo (hypothése 1.2 sur le modéle) ;
2) approches spectrales (hypotheses de régularité supplémentaires).



[ll- Estimation des indices de Sobol

Constat : I'expression analytique des indices de Sobol’, qui fait apparaitre des
intégrales sur des espaces de grande dimension, est rarement accessible.

2 types d’approches principalement pour I'estimation

1) approches type Monte-Carlo (hypothése 1.2 sur le modéle) ;
2) approches spectrales (hypotheses de régularité supplémentaires).

Eventuellement si le modéle est trop colteux a évaluer, on ajustera un
métamodéle avant d’appliquer ces méthodes.

ex. : régressions paramétrique et non-paramétrique (voir cours Robert
Faivre), métamodélisation par processus gaussien (voir cours Amandine
Marrel).

Clémentine Prieur Analyse de Sensibilité Stochastique _



Ill- Estimation des indices de Sobol

Appoches type Monte-Carlo : (Sobol’ 93, Saltelli 02, Mauntz, ...)
Idée : X, copie indép. de X ), ¥ = M(X;, X ), V' = M(X. X))

OnasS = C“\‘,’zfr’(/’y’)/i), lidée est d’avoir une formule empirique.
2 échantillonnages A et B (Monte-Carlo, LHS) indépendants.

A A B B
Xi1 - Xa Xi1 - Xgq

A A B B
A N

A partir de A et de B, on crée d matrices d’échantillonnage C;, i =1,...,d.

A B A
Xtyoooxy o XYy
Ci=
A B A
X, X X4



Ill- Estimation des indices de Sobol

On évalue (2 + d) x nle modéle M

% yE y{
yA = yB = vi<i<d y%-=
174 ye vy
s0bo0l12007 ()
=15 1J’k (yk — y{') numérateur indice d’ordre 1
o V-V~ ,1 Zk:1yk (Yk _ka)_ n1T
=5 2kt Ve 0 -
o V—

T ket Vi V' = ¥i)
¥,') numérateur indice total
2 (5 ket (V)% —

(2> k_1 ¥&)?) dénominateur
mtervalles de confiance par bootstrap

[m]

=
Analyse de Sensibilité Stochastique

= Q>



Ill- Estimation des indices de Sobol

sobolEff () (Janon et al., 2012)

2
A , B y/Ci . A :
o V=150  yByo <}7 Sy Jegk ) numérateur indice d'ordre 1

7 1xn UEPH) Y 150 Ve 2 :
oV =123 Tt — | £ ko 5= | dénominateur
intervalles de confiance asymptotiques,

estimateur asymptotiquement efficace



Ill- Estimation des indices de Sobol

sobolEff () (Janon et al., 2012)

2
A , B y/Ci . A :
o V=150  yByo <j-7 Sy Jegk ) numérateur indice d'ordre 1

2

2
_n1 ) (y e 1 Yy : .
ISy —<,—72k:1Tk dénominateur
intervalles de confiance asymptotiques,

estimateur asymptotiquement efficace

Remarque :

On peut aussi remplacer les échantillonnages MC ou LHS par du QMC (hyp.
de variations réguliéres).



Ill- Estimation des indices de Sobol

La g-fonction de Sobol’ : f(x) = fi(xq) * f:(x2) avec fi(x;) = Mx’f—za‘*a’ a; =9,

a =1.

Sy ~ 0.038, S, ~ 0.958.

+aj

n= 1000, b = 100, IC(0.95) sobolEff (gauche), sobo12007 (droite)

Analyse de Sensibilité Stochastique




Ill- Estimation des indices de Sobol

Hypercubes latins répliqués : (Tissot et al.)

Sampling)
07| k == 1, ey n

m1(K) — Uty (k)

Définition (Replicated Latin Hypercube

) Xy = (
03| ®

Xy =

7a(K) — Ug rq(k)
n

© ot 02 03 0& 05 08 07 08 09 1

e S <ﬁ1(k)— Ur s

Ta(k) — Ud,zq(k)
’ n

On dispose de deux matrices B et B.



Ill- Estimation des indices de Sobol

X114 ... Xa1 )~(1.1 )N(dJ

Xin ... Xdn Xtn ... Xdn
On évalue le modele .\ 2n fois (sur les n lignes de B et les n lignes de B).

. B= (X — Bi=(X!
permut. des lignes : ( k,/)1§k§n,1§l§d ( k,l)1§k§"71§/§d
Ly — L ... k=1,....n

w;ofti(K)

Alors, )"(,’(’, =X ok, = Xkl k=1,....n

T

Pour I'estimation de S; on remplace C; par B; (méme colonne numéro i).



Ill- Estimation des indices de Sobol

Légende :
point1o point2A point3+ point4 x point5o

Plans B (gauche), B et B (droite, noir et rouge)

o > x
© ®
o o 7
a + 4
© |
o [S]
N 8
= < ° g Y o °
x o ¥ o
x x °
o~ o~
o 7 o 7
= o |
! T T T . ° T T = T 4
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
R1[,1] R2[,1]



Ill- Estimation des indices de Sobol

Plans B; (gauche), B, (droite)

R

0.8

02 04 06

0.0

° o

+ a
§
° ° g

a

x +
T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8
RAM]

0.8

02 04 06

0.0

0.2

Analyse de Sensibilité Stochastique
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Plans B; (gauche), B, (droite)

0
0

RAA
04 06
<

R[]
04 06

2
2

0.0
L
x
+
0.0
I
+
+

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
RAW REM

Intervalles de confiance asymptotiques, variance plus petite que pour MC.

Geénéralisation possible aux indices d’ordre 2 (via des tableaux orthogonaux
de force 2).



Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d =2) YV = Zk:(k1,k2)eZ2 k(M) D1k, (K1) P2k, (X2)
avec, pour tout i = 1,2, (; ), est une b.o.n. de L2([0,1]) et d; o = 1.

[m]

=
Analyse de Sensibilité Stochastique
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d =2) ¥ =3, )ezz Ck(M) P,k (X1) P2k, (X2)

avec, pour tout i = 1,2, (; ), est une b.o.n. de L2([0,1]) et d; o = 1.

Moo= C()(J\/l),
Mi(X1) = g eze Cha 0(M)P1 g (X1), Mo(X2) = Dk, ez Cote (M) P21 (X2),
M 2(X1, X2) = D kiezr joezr oo (M)P1 s (X1) P2, (X2).



Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d =2) ¥ =3, )ezz Ck(M) P,k (X1) P2k, (X2)

avec, pour tout i = 1,2, (; ), est une b.o.n. de L2([0,1]) et d; o = 1.

Moo= C()(J\/l),
Mi(X1) = g eze Cha 0(M)P1 g (X1), Mo(X2) = Dk, ez Cote (M) P21 (X2),
Mi2(X1, Xo) = 3k ez ppez O ko (M)P1 4 (X1) P2, (X2).

On a alors par Parseval :
@ Var (M(X1)) = 0% = >4 <z |k 0(M)[?, (idem pour 03),
© Var (M o(X1, X2)) = 0% 5 = Yok ez hpeze G e (M),
© Var (V) = 0% = 32 ko)erx2, (ki ko) (0.0 | Ch b (M-



Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d =2) YV = Zkz(khkz)ezg k(M) D1k, (K1) P2k, (X2)
avec, pour tout i = 1,2, (; ), est une b.o.n. de L2([0,1]) et d; o = 1.

J\/lo = C()(J\/l),

Mi(X1) = g eze Cha 0(M)P1 g (X1), Mo(X2) = Dk, ez Cote (M) P21 (X2),

M 2(X1, X2) = D kiezr joezr oo (M)P1 s (X1) P2, (X2).

On a alors par Parseval :
@ Var (M(X1)) = 0% = >4 <z |k 0(M)[?, (idem pour 03),
© Var (M 2(X1.X2)) = 0F 5 = Yy - ez |Gk (M),
© Var (V) = 0% = 32 ko)erx2, (ki ko) (0.0 | Ch b (M-

ex. : polynbmes orthogonaux, bases d'ondelettes, base de Fourier.



Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :

quadrature :

- 1
Ck1 7kz(/\/‘, D) = W

Si D est un plan d’expérience sur [0, 1%, on propose la formule de

>

M (X) e—2i7r(k1 X1+koxo) )
x=(x1,%)€D

Analyse de Sensibilité Stochastique
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :

Si D est un plan d’expérience sur [0, 1%, on propose la formule de
quadrature :

1 .
Cx kM, D)= —= .\/l(X)e_zm(k1X‘+k2X2).
e ) cardD x(%)eD
On estime ensuite les parts de variance par troncature :
@ 5%(M, Ky, D) = Y4 ck, 16k .0( M, D)I?, avec Ky C Z* de cardinal fini,
(idem pour 53),
© 5% 5(M, Ki2, D) = Yk, kpyeki» [k (M, D), avec Ki» C Z* x Z* de
cardinal fini



Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :

Si D est un plan d’expérience sur [0, 1%, on propose la formule de
quadrature :

1 —2i7r(k1 X1+k2X2)
cardD Z M(x)e '

x=(x1,x2)€D

&k1 ,kz (’\/17 D) =

On estime ensuite les parts de variance par troncature :
@ 5%(M, Ky, D) = Y4 ck, 16k .0( M, D)I?, avec Ky C Z* de cardinal fini,
(idem pour 53),
© 5% 5(M, Ki2, D) = Yk, kpyeki» [k (M, D), avec Ki» C Z* x Z* de
cardinal fini

On estime la variance totale par 2(\1, D) = &y o(/\°, D) — &o,0(/M, D)?.



I1l- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :
Si D est un plan d’expérience sur [0, 1%, on propose la formule de

quadrature :

1 Z ,\/I(X)6_2iﬂ(k1 x1+k2X2)'

&khkz('\/lv D) = W
x=(x1,x2)€D

On estime ensuite les parts de variance par troncature :
@ 6%(M, Ky, D) =>4 ek, |k .0(M1, D)[?, avec Ky C Z* de cardinal fini,

(idem pour 53),

6’12,2(V\/1, K172, D) = Z(k1 ko)EKi 2 |&k1,k2(«\/la D)‘z, avec K172 C Z* x Z* de

cardinal fini

On estime la variance totale par 2(\1, D) = &y o(/\°, D) — &o,0(/M, D)?.

Les estimateurs des indices de Sobol’ s’écrivent alors :

2 52

Ivi:172? 81,2: Jf

g
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Quelques plans classiques :

Ed
(a) grille réguliére (b) sous-groupe fini
(c) grille creuse (d) tableau orthogonal_
~ Clémentine Prieur

Analyse de Sensibilité Stochastique
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Ill- Estimation des indices de Sobol

La qualité des estimateurs précédents est liée a la vitesse de décroissance du
spectre de Fourier (donc a la régularité) de /M. Les méthodes FAST et RBD
sont deux cas particuliers de cette approche (aprés régularisation du modele).



[ll- Estimation des indices de Sobol

La qualité des estimateurs précédents est liée a la vitesse de décroissance du
spectre de Fourier (donc a la régularité) de /M. Les méthodes FAST et RBD
sont deux cas particuliers de cette approche (aprés régularisation du modele).

FAST : (Cukier et al., 78) Fourier Amplitude Sensitivity Test
e on fixe Ky un ensemble de fréquences a priori non négligeables ;

e on choisit D sous groupe cyclique (plan (b)) de fagon a contréler I'erreur de
quadrature.
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La qualité des estimateurs précédents est liée a la vitesse de décroissance du
spectre de Fourier (donc a la régularité) de /M. Les méthodes FAST et RBD
sont deux cas particuliers de cette approche (aprés régularisation du modele).

FAST : (Cukier et al., 78) Fourier Amplitude Sensitivity Test

e on fixe Ky un ensemble de fréquences a priori non négligeables ;

e on choisit D sous groupe cyclique (plan (b)) de fagon a contréler I'erreur de
quadrature.

Remarques :

@ pour M suffisamment réguliere, on peut obtenir des vitesses de
convergence >> /n;

@ pour les indices totaux fast99 () (pas de contrdle d’erreur) Saltelli et al.,
99.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

RBD : (Tarantola et al., 06) Random Balance Designs

e on choisit D un tableau orthogonal de force 1 (plan (d)), brouillé par une
permutation aléatoire (D(~))) ;

e K, choix des fréquences a priori non négligeables.



[ll- Estimation des indices de Sobol

RBD : (Tarantola et al., 06) Random Balance Designs

e on choisit D un tableau orthogonal de force 1 (plan (d)), brouillé par une
permutation aléatoire (D(7)));

e K, choix des fréquences a priori non négligeables.

Remarques :
@ ces estimateurs sont réputés biaisés ;
@ on peut corriger une partie du biais (Tissot et al., 2012) ;

@ si la fonction n’est pas assez réguliere, le biais restant peut étre
important.
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[ll- Estimation des indices de Sobol

RBD : (Tarantola et al., 06) Random Balance Designs

e on choisit D un tableau orthogonal de force 1 (plan (d)), brouillé par une
permutation aléatoire (D(7)));

e K, choix des fréquences a priori non négligeables.

Remarques :
@ ces estimateurs sont réputés biaisés ;
@ on peut corriger une partie du biais (Tissot et al., 2012) ;

@ si la fonction n’est pas assez réguliere, le biais restant peut étre
important.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Conclusions sur I'estimation :

Lapproche spectrale qui semble étre intéressante en terme de colt requiert
plus d’hypothéses en terme de régularité.
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Conclusions sur I'estimation :

Lapproche spectrale qui semble étre intéressante en terme de colt requiert
plus d’hypothéses en terme de régularité.

Lapproche type Monte Carlo par hypercubes latins répliqués n’est pas trop
colteuse, et plus prudente pour des modeles irréguliers.



I1l- Estimation des indices de Sobol

Conclusions sur I'estimation :

Lapproche spectrale qui semble étre intéressante en terme de colt requiert
plus d’hypothéses en terme de régularité.

Lapproche type Monte Carlo par hypercubes latins répliqués n’est pas trop
colteuse, et plus prudente pour des modeles irréguliers.

voir TP Analyse de Sensibilité



IV- Indices distributionnels

Borgonovo et al. > 2007

1

0 = 5 Ex (Si(X))) avee Si(Xi) = [ [fv(¥) = frix(¥)] dy-

Remarque : généralisable au c {1,...,d}




V- Extensions

on peut construire des métamodeles lorsque le modele initial est trop
colteux (voir cours R. Faivre, A. Marrel, exposés G. Blatman et A. Janon) ;
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on peut construire des métamodeles lorsque le modele initial est trop
colteux (voir cours R. Faivre, A. Marrel, exposés G. Blatman et A. Janon) ;

entrées fonctionnelles : 'approche MC s’applique (voir exposé N. Saint
Geours pour entrées spatiales) ;



V- Extensions

on peut construire des métamodeles lorsque le modele initial est trop
colteux (voir cours R. Faivre, A. Marrel, exposés G. Blatman et A. Janon) ;

entrées fonctionnelles : 'approche MC s’applique (voir exposé N. Saint
Geours pour entrées spatiales) ;

sortie vectorielle : approche composante par composante, ou indices
généralisés GSI (Lamboni et al.) ;
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on peut construire des métamodeles lorsque le modele initial est trop
colteux (voir cours R. Faivre, A. Marrel, exposés G. Blatman et A. Janon) ;

entrées fonctionnelles : 'approche MC s’applique (voir exposé N. Saint
Geours pour entrées spatiales) ;

sortie vectorielle : approche composante par composante, ou indices
généralisés GSI (Lamboni et al.) ;

sortie fonctionnelle : on résume la sortie par un vecteur (projection sur une
base adaptée) ou on fait un film (sortie temporelle) ou une carte (sortie
spatiale) d’indices ;
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on peut construire des métamodeles lorsque le modele initial est trop
colteux (voir cours R. Faivre, A. Marrel, exposés G. Blatman et A. Janon) ;

entrées fonctionnelles : 'approche MC s’applique (voir exposé N. Saint
Geours pour entrées spatiales) ;

sortie vectorielle : approche composante par composante, ou indices
généralisés GSI (Lamboni et al.) ;

sortie fonctionnelle : on résume la sortie par un vecteur (projection sur une
base adaptée) ou on fait un film (sortie temporelle) ou une carte (sortie
spatiale) d’indices ;

entrées corrélées : il n’y a pas de décomposition univoque (I'équivalent de la
décomposition de Hoeffding), difficile de séparer les effets dus aux
interactions de ceux dus aux corrélations ...

Clémentine Prieur Analyse de Sensibilité Stochastique ASPEN 2013 43 /44



Quelques références |

@ A. Antoniadis.

Analysis of variance on function spaces.

Math. Oper. Forsch. und Statist., series Statistics, 15(1) :59-71, 1984.

E. Borgonovo.

A new uncertainty importance measure.

Reliability Engineering and System Safety, 92(6) :771-784, 2007.

R. I. Cukier, C. M. Fortuin, K. E. Shuler, A. G. Petschek, and J. H. Schaibly.
Study of the sensitivity of coupled reaction systems to uncertainties in rate coefficients : Theory.
Journal of Chemical Physics; 59 :3873-3878, 1973.

R. I. Cukier, H. B. Levine, and K. E. Shuler.

Nonlinear sensitivity analysis of multiparameter model systems.

Journal of Computational Physics, 26 :1-42, 1978.

R. I. Cukier, J. H. Schaibly, and K. E. Shuler.

Study of the sensitivity of coupled reaction systems to uncertainties in rate coefficients : Analysis of the
approximations.
Journal of Chemical Physics, 63 :1140-1149, 1975.

@ W. F. Hoeffding.
A class of statistics with asymptotically normal distributions.
Annals of Mathematical Statistics, 19 :293-325, 1948.

B & B



Quelques références Il

@ Bertrand looss.
Revue sur IOanalyse de sensibilité globale de modéles numériques.
Journal de la Société Frangaise de Statistique, 152(1) :3-25, 2011.
@ A. Janon, T. Klein, A. Lagnoux, M. Nodet, and C. Prieur.
Asymptotic normality and efficiency of two Sobol’ index estimators.
Preprint disponible a http ://hal.inria.fr/hal-00665048/en, 2012.
M. Lamboni, H. Monod, and D. Makowski.
Multivariate sensitivity analysis to measure global contribution of input factors in dynamic models.
Reliability Engineering and System Safety, 96(4) :450-459, 2011.
W. Mauntz.
Gilobal sensitivity analysis of general nonlinear systems.
Master’s Thesis, Imperial College. Supervisors : C. Pantelides and S. Kucherenko, 2002.
A. Saltelli.
Making best use of model evaluations to compute sensitivity indices.
Computer Physics Communications, 145 :280-297, 2002.
A. Saltelli, K. Chan, and E. M. Scott.
Sensitivity Analysis.
John Wiley & Sons, 2000.
1. M. Sobol’.

Sensitivity analysis for nonlinear mathematical models.
Mathematical Modeling and Computational Experiment, 1 :407—414, 1993.

B & W B =



Quelques références I

S. Tarantola, D. Gatelli, and T. A. Mara.
Random balance designs for the estimation of first-order global sensitivity indices.
Reliability Engineering and System Safety, 91 :717-727, 2006.
J. Y. Tissot and C. Prieur.
Bias correction for the estimation of sensitivity indices based on random balance designs.
Reliability Engineering and System Safety, 107 :205-213, 2012.
J. Y. Tissot and C. Prieur.
Estimating Sobol’ indices combining Monte Carlo estimators and Latin hypercube sampling.
Preprint disponible a http ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00743964, 2012+.
J. Y. Tissot and C. Prieur.

Variance-based sensitivity analysis using harmonic analysis.
Preprint disponible a http ://hal.archives-ouvertes.fr/docs/00/68/07/25/PDF
/FAST_RBD_revisited.pdf, 2012+.

u]
o)
I
ul
it




