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Etape C : Propagation des
sources d’incertitude

>
Etape A : Spécification du probléme
. | Modele numérique | —— Quantité
Variables (ou processus de Va}f'a'?'?s d’intérét
d’entrée mesure) d’interet Ex: variance,
Incertaines : X G(X) Y =G(X) probabilité ..
Modélisation par | (de dimension d) | h
des distributions g JAN ) |
\

Etape C’ : Analyse de sensibilité,

|
|
i
|
Analyse de robustesse :

e o o e )

. :
r—=—=- J' Smacay (T T ~ |
l I Révision des :‘_ N Critéere de décision 1, |
modeles , I  Ex: Probabilité < 10 ;I



experiments Output analysis

[ Numerical design of ]_> Simulation ]—}

Uncertainty & design variability
« 4 ) Computer code
S A Y = G(X)
° [ [
[ J ’ o ¢
[ . *
[ [ ] [ J
> % (Potential)
2 integration of data

® Keywords:

VVUQ (Validation, Verification and Uncertainty Quantification)
DACE (Design & Analysis of Computer Experiments)
BEPU (Best-estimate Plus Uncertainties)

GSA (Global Sensitivity Analysis)

. w24
L How an input or a group of input apportion G
Into the uncertainty of the output?



Rendre interprétables les modeles de machine learning (ML) est une nécessite

croissante pour les rendre réeellement opérationnelles
[looss et al., 2022]

Step C: Prediction

Step B: ML model
construction

4 ) )
0 Quantity of
. Input ML model P interest
(expert judgment, variables variables Ex:
variables selection, : :
clustering, signal (predictors) f(X) Y = £(X) Y, features,
processing, ...) X cost function,
\ V.

Step B’: ML model
validation

Step C’: Dimension reduction
Interpretation

<

La difference entre exploration de modeles numeériques et le ML vient de
I'acquisition des données, qui sont souvent subies (« given-data ») en ML
g
hQEDF



Settings of global sensitivity analysis (SA)

1. Understand the behaviour of the model output wrt inputs | |
(direction of variation, interaction, discontinuity, ...) o
=> Visualization techniques, Metamodeling, ...

Theory and Practice in R--***
2. Simplify the study (dimension reduction)
an De =%

Determine the non-influential inputs (that c
=> Design of experiments, Morris & derivative-based methods
=> Given-data method from machine learning (e.g., HSIC)

SEBASTIEN DA VEIGA » FABRICE GAMBOA
BERTRAND IOOSS » CLEMENTINE PRIEUR

Tieresteiianan ..

3. Prioritize the uncertainty sources to reduce the output uncertainty
Inputs whose uncertainty must be reduced to mostly decrease the output uncert.
=> Best routes: Al

T o _ Var[Erixy] _ Var[e(y|x;x )]
- Sobol’ indices: Si = a0, S0 = Vargy Sl Sire

Quantitative
partitioning

- Easy interpretation of total Sobol’ indices: s;; =5, +ZSU + -

Jj#i

- Shapley effects in case of dependent inputs

4. Analyze the robustness of the quantity of interest

wrt the uncertainty on the input uncertainty models Robustness

analysis

q
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Global methodology, inspired from the papers of
et exploaton o modles ' JRC Ispra (Andrea Saltelli, ...), Tilburg Univ. (Jack
i . Kleijnen, ...) and Sandia Nat. Lab. (Jon Helton, ...)

etal. 2013 d-independent
(N ~100) /_
Density and kernel-based«"

Smoothing " -
Complexity/Regularity Screenin g / Varlanc? -
of the model G £ decomposition

F 3 : ‘
Non _ Morris 5 Metamodel e
monotonit 5 i Sobol indice
DGSM i(dlrect estimation)
Monotoni Design of ; :
onotonig experiments Rank regression
Linear 1st Super | . . : :
screening ! : Linear;regression :
degre : : : :
: | : ; N_ |
0 d 2d 101/ 1000  Number of
model
evaluations

This kind of classification grids greatly help the end-users to navigate inside the
lungle of different methods, each better than the others (wrt authors’ opinion), then
to choose the methods most adapted to their specific problem ~'~eDF
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(Xi — u;)

d
G
Linéarisationde Y: Y =G+ Z ~
= 0X;

i=

X=p
Calcul de la moyenne de Y : E(Y) = G(#) ou u est la moyenne de X

La moyenne de la réponse est égale, au 1°" ordre, a la réponse calculée aux valeurs moyennes des entrées

Calcul de la variance de Y :
Var(Y) = E(Y — E(Y))?

G
=El G(w) + E x| Ki—w) -G ol u est la moyenne de X
. l

E|(X; — u)(X; — 1))

ou o est I'écart type de X;
Pijoi0; et p; est le coef. de corrélation
t=1j=1  x=p ~'X=u entre X; et X,

Remarques :
++ Ne nécessite que moyenne et covariance de X
-- A ne pas utiliser pour les modeles G(.) fortement non linéaires

€
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Calcul de la variance si les X; sont indépendantes :

d 2
G ,
Var(¥) = Z X, 9 oll o2 est la variance de X
i=1 Hx=p
— _/
I
Contribution de chaque variable ;gﬁr”;eszsitgztjrr?;rgis;ﬁfé;z (o)
d’entrée a l'incertitude sur la variable - posams cu 9 .
de sortie » Termes liés a l'incertitude de la
variable X; (variance)

Indices de sensibilité qui en découlent :

5 1 G

T]' =
Y Var(Y)\ ax;
cumul quadratique

2
X=p ou Var(Y) est estimée par la formule du

h‘: €DF



A partir de la décomposition, un indice (erroné), nommé CVD pour
« covariance decomposition », est possible :

2 d
J ol 5
X= =U ]: X
]#‘- X:M

Pij0i0;j

, 1 |{ac
7” PR
b Var(Y) |\ 0X;

Remarques :

++ Faciles a calculer
++ Les 72 somment a la variance de Y
-- Peuvent étre négatifs, donc ne peuvent étre interprétés comme un pourcentage

de contribution a la variance (il n’y a pas de part négative dans un camembert)
Exemple : Y = X; + 2 X, avec X; ~ M0;1), X, ~ N(0;1) et p(X,,X,) =-0,9
Ona:V=Var(Y)=14; n?=-08/V; n?=22IV
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Cas indépendant - Approche globale - Méthodologie

Echantillon ( X, Y ) de taille N > d , de préférence de taille N >> d

Etape préliminaire : visualisation graphique (par ex : scatterplots)

Méthodologie d’analyse de sensibilité guantitative

@on lin

Indices
de
sensibilité

eaire ?
/ (R?)

@ ? Relation mo@

Q>

Régression
lineéaire
entre X, etY

a

Y=+ Z.BiXi
i=1

Coefficients
de régression
standards

[Saltelli et al. 00, Helton et al. 06 ]

Régression sur
les rangs

SRC(X, ):= ,Bi\/var(xi)

Var(Y)

N\

Indices de Sobol

q
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Variables d’entrées X = (X4,...,X4) indépendantes

Echantillon : N réalisations de (X,Y )

fit
mmmm) Modéle linéaire : Y = 8, + >4 . BiX; ; prédicteur : Y(x) = B + X%, Bix;

® L’indice SRC: SRC =L Var(X;)
Var(Y)

Le signe de 4 donne le sens de variation de Y / X;

® Valider le modeéle via les diagnostics de la régression et les critéres type R2 :

n—1
n—(l—l—p)

N ~ 2
_( Y =Y
por B e
k= k—
! d

® Théoriquement,ona R2 = z SRC2(X;) ,ce quipermet d'interpréter
aisement les SRC? -
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Echantillon d’apprentissage (par exemple Monte Carlo) : N réalisations de (X,Y)

 Thea(Pr—YR)?,
Yr_ (Yg-1)2’

Q? (R? sur base de test ou par validation croisée)

Valider le modéle linéaire : Ry, = 1 diagnostics (résidus);
Y(X)

Importance Measure [Johnson & LeBreton 2004]: “The proportionate contribution each variable
makes to R?, considering both its direct effect and its effect when combined with other variables’

J

2 propriétés «phares» a respecter pour les indices : 1)somment au R?, 2) non négatifs
[cf. Marouane] [Gromping 2007]

Var(X;)
Var(Y)

Somment au R? et si le modéle linéaire est exact : SRC(X;) = p(X;,Y) (coef. Pearson)

Cas indépendant : « Standard Regression Coef. » SRC(X;) = f; (SRC(X;)2 = n?)

Cas dépendant :

- Préconisation classique : « Partial Correlation Coef. » PCC(X;) = p(X; — X_;,Y — V)
-- PCC n’est qu’un indice de linearité entre Y et X; => Cet indice ne doit pas étre utilisé

»  Semi-PCC SPCC(X)) = p(X; —X_1,Y) = 1vx,x_))
Ona: 1y x,x ) = Ry — Rix_p(pouvoir explicatif additionnel de X;) .
-- SPCC ne somment pas au R? et écrasent I'effet d’'une variable trés corrélée a d’autres ' Seor



Multicollinéarité, mesurée par Variance Inflation Factor : VIF(X;) = 1/[1 — RZ /y 1]

X;(X-j)
= Indices LMG:
1 - [Lindeman—-Merenda—Gold 1980]
LMG; = I Z "Y.(X;1X5)
mEpermutations
of {1,...,d} 2 P2 P2
Y(X51xe) = By x,ug T Bvix)

ou v sont les indices entrant avant j dans =
Exemple précédent : Z = X; + 2 X, avec X; ~ 2N(0;1), X, ~ N(0;1) et p(X,,X,) =-0,9

Ona:V=Var(¥Y)=14; LMG,;=0415/V; LMG,=0,985/V
LMG, ~ 30% ;. LMG, ~ 70%

=> PMVD (Proportional Marginal Variance Decomposition): [Feldman 1999;

L(ﬂ-) Gromping 2007;
2 ..
PMVD; = ‘ E = V(x| X,) Il Idrissi et al. 2021]
Do L(m) AR
mEpermutations ™
of {1,...,d} ou L(z) prend de grandes valeurs pour les permutations qui ont le bon ordre

d’influence décroissante
L(7) est construite en utilisant un axiome qui dit que si SPCC=0 alors PMVD;=0

o LMG et PMVD sont basés sur une idée de partage des parts de variance dues a la corrélation entre
variables (équitable pour LMG / proportionnel pour PMVD)

o Leur somme vaut R2 et ils sont non négatifs

o PMVD respecte la propriété d’exclusion : attribue un poids nul & une variable qui a un coef. de régr. nul

‘
[cf. Marouane] <~ EDF



Exemple analytique : 2 variables dépendantes
Y Y

X, o X7

R?, _ a+b+te
XXl T g4 b+ e+ a?

part due a la corrélation
Cas indépendant Cas dépendant

Indices de sensibilité

+ b c+ b

1~1 4 1 A - Tj = @ aﬂd 2 = .
Coefficient de corrélation au carre : VX0 T T bt et o2 X2 T g i picto?

. 2 T 2 _
PCC . r{}",-i:l}l-ri — o +G—2 H.]]d T':F,.‘:E::Il-tl - c_l_ﬂ_ﬂ .

2 a d 2 -

SPCC: ™.ixilXa) =~ g presrgr 209 ™WiaX) T oy
MG - LMG, = (a+b/2)/(a+b+c+o?)

LMGs2 = (c+b/2)/(a+ b+ c+o7)

PMVD: PMVD,=a+bxa/(a+c)/(a+b+c+ o)
PMVD,=c+bxc/(a+c)/(a+b+c+ o ~'~eDF
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lllustrations sur modeles jouets (1/3)

gX) =X+ X, + X5

U[1.5,4.5] U[4.5,13.5]

Input's number: |:| 1 |:| 2

[]=

2[0.5,1.5]
3 variables independantes | }
g
Y =g(X) g
B
n = 100 § "
Régression linéaire 8
-> R2 = Q2 -1 25-
|
S

]
o
']

M?gggfi&

Indices

T
1L I
|
| ]

q
=~ EDF



lllustrations sur modeles jouets (2/3)

4 variables dont 2 corrélées
Y =gX) + X,

avec X4=X3 + 1
N(0,1)

n =100

Régression linéaire
=> R2 = Q2 =1

gX) =X+ X, + X5

1[0.5,1.5] U[1.5,4.5] U[4.5,13.5]

In;:ul.rt'srru.l'lrl:]nar'.|:|‘||:|2|:|3|:|Jl
g
:
B
i° us s sl
8
2% f
11 EERE R R R R T

q
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lllustrations sur modeles jouets (3/3)

gX) =X, +n

XN(0,0.01)

Input's number: |:| 1 |:| 2

2 variables tres corréléees |
(dont une « fausse » variable) P
: L
Y=g(X) F
i
n = 100 : o
8
Régression linéaire - [
=> R2 = Q2 - 0,99 L

q
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Autre exemple analytique
Y = Bi1X1 + X2

0 o3
0 T1T2 0 03

y

‘y[ V:I = ;;’?gl + -jgzﬂ"g? + 281 Bao102p

1 (. : _ Biod
Q2 2
1 I P2 22 / _ Bro;
LI\"IGE = W (,‘jzlﬂ'z + ﬁl_ﬁgﬂ'lﬂ'gﬂ + T(ﬁ;gl — ,n'jg e ]) PP"IVDE — j?-"‘-"% T jgﬂ_%
Share of the part of the variance due to correlation Does not depend on p

At the limit o2 =1, we have LMG, = LMG,

q
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Boston housing
dataset
n=506;d=12

cmedv = prix des
maisons a Boston
en 1970

50

10 30

14 18 22

2 B 10

200

0o 200

0 40 20 o0 10 25 4 & 8 2 6 10 200 500 0 200 400
I I | 111111 L1111 (I | [ | | 11 1 1
cmedyv
-0.39 0.36 -0.48 -0.43 0.70 -0.38 0.25 -0.38 -0.47 -0.51 033 -0.74
0.58 0.29 0.39 0.46
-0.31 0.39 0.18 -0.41
0.72 0.38 -0.36 0.60
0.67 019 -0.38 0.59
-0.29 0.36 0.13 -0.61
0.51 0.26 -0.27 0.60
-0.53 -0.23 0.29 -0.50
0.91 0.46 0.44 0.49
tax
0.46 0.44 0.54
ptratio

-0.18 0.37
0.37
Istat

0 40 80

B

500



“Boston housing dataset” (prix des maisons a Boston en 1970)

Inputs
100 - 0 — o —
8 R2=0.74 Q2=0.72
rw—
0
©
5 75" . 1T
“5 Indice d’accessibilité
ot aux autoroutes
Q 50-
c_>c Taux des taxes
®
> 25-
| —
Q
w
o]
O 0- .-
| I DU DN DEE DN DN DR BN B DR DN RN DN DR BN DR NN N D DR D D B D B D B B |
NN AL VAN e OV
&&&&&&&&&mhhoooSSSoooN&&oosgs
P22 PSSy QOOO0000
wwwwwmwww%%%maamm

1 4 7 10

2 5 8 11
P P — P — P

3 6 9 12

Indice de
pauvreté de
! la population
Ratio entre bop
nb éléves et
nb enseignants
Nombre de \ l
chambres™\

| B D D DO D A D D D DN DN BN BN DN DR DN DR DN D BN N DN BN DN DA DR D A A DA BN [ DU D B B DN DR DR B BN BN B |
NN N NN NN = NN KON =S KON
o [aN [t [o S N I oV [aVIaN[oN [N [aX [N [a X [o Y NN | [ 1 ajaalala]a]als N
ooooNNNooooooooommmgggg%ggggww@§>>>>>>>>GOO
OOVOEEEOO0000000EEETITTITTTISSSESSSSSSS5o202

A0 BHBRBBHHBHHL L ———poaoaonnnna ===

wunw
Indices

Autres entrées : pollution, criminalité, distance aux centres d’emplois, ...
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Exemple sur jeu de données public (3/3)

R2=0.74 Q2=0.72
VIF = Mesure de multicollinéarité
PMVD
Input | n® | VIF | SRC? | PCC? | SPCC? | LMG | RWA | EEMVD
crim | 1 | 1.79 | 1.09 | 228 | 0.61 | 279 | 3.20 | 0.72
Zn 2 | 230 | 1.51 | 246 | 0.66 | 250 | 2.81 0.67
indus | 3 0.10 | 0.10 | 0.03 | 3.74 | 366 | 0.06
nox | 4 | 4.30 | 4.79 | 4.02 1.09 | 3.31 | 3.68 1.54
nombre de chambres rm | 5 | 1.93 | 850 | 14.57 | 4.45 20.50 | 22.71
age | 6 | 3.00 | 0.01 | 0.09 | 000 | 220 | 270 | 0.00
dis | 7 12.02 | 10.44 | 3.04 | 317 | 1.86 | 2.18
accessibilité autoroutes Tad | 8 | (7.40) | (9.56 | 4.72 1.20 | 246 | 2,10 | 0.83
taux des taxes  tax 0 | 88| 6.73 | 2.82 0.76 | 3.87 | 3.64 .07
nb éléves / nb enseignants ptratio | 10 | 1.78 | 515 | 9.97 | 2.89 8.70 | 6.48
b 11| 134 | 002 | 256 | 069 | 237 | 207 1.12
Indice de pauvreté de la population lstaf 12 | 293 | 17.64 | 18.7T6 6.02 17.92 36.56
Sum 13.74 [ 68.10 | 7270 | 2151 | 73.03 | 73.93 | 73.93

Autres entrées : pollution, criminalité, distance aux centres d’empilois, ...

A interpréter bien sdr au regard de la causalité potentielle entre variables

Remarque : - effet de seuillage brutal de la mesure PMVD

~'~eDF



[Abid & Izeboudjen 2020]

2

Temgp

e
B
- - B
"

A
B

A
b &

Binary output:

fire/no fire

iz 2 fffgos LY = i
Temp | 1 |-0.65(-0.28-0.33 0.68 | 0.48 | 0.37 | 0.61 1 Em il : T F?_ W m" E"‘E h
RH -0.65 1 |0.24|022 -0.65-0.41-0.22-0.69 [l o5 M #I s ii’“ M h“"‘ b’v’ h"" f
Rain |-0.33 0.22 1 |-054-029 0.3 |-02s [l ? ﬁ E h‘" || Frme FF F r,‘
=j:z 0.68 |-0.65-0.16-054 1 | 06 | 05 074 I] ;m g i L J - W @:ﬁil
DMC | g.48 |-0.41 -029) 06 | 1 |o0s8 o068 [l o, 7 T g - T
DC | 0.37 |-0.22 03| 05 088 1 |05 j'—' qi i i t j {{; gﬁf % [
ISI | 0.61 |-0.69 -0.35/ 0.74 | 068 | 05 | 1 s : - :
Fire [=
Linear logistic model: R? = 0.803 and Q2 :A(I)I:.I79 ;noisture:”u —
condition spread
Covariates | Temp | RH | Ws | Rain | FFMC | DMC | DC IS] || Total
collinearity index| VIF 1.36 | 1.90 | 1.72 | 1.44 | /.08 8.04 | 624 | 5.04 -
LMG (%) 45 | 3.7 | 04 | 55 | 333 6.2 | 3.2 80.3
PMVD (%) 0.4 0 0 0.7 | 69.7 6.4 0 80.3

Conclusion on SA settings: quantitative partitioning (LMG) and screening (PMVD)

g
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® Les indices LMG et PMVD peuvent étre calculés grace a une combinatoire
relativement complexe

cf. implémentation optimisée dans package R « sensitivity » ; [cf. Marouane] ; inspirée de
I'implémentation dans package R « relaimpo » [Gromping 2006]

® Probléme majeur : indices trop coliteux a évaluer quand d > 10
=> Alternatives a I'étude pour la grande dimension :

1) Si X est (multi-)gaussien, on obtient une formule analytique (lourde) pour les LMG :
1 d—1
uc{1,...d}\{i}
Les termes E(Var(Y|X.)) font intervenir des blocs de la matrice de covariance de X
[Broto et al. 2019]

2) Les indices de Johnson ou RWA (relative weight allocations), basés sur une simple
SVD (et donc surmontant le fléau de la dimension), approchent bien les LMG
[Johnson and LeBreton 2004; Clouvel 2019]

g
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Une solution pour la montée en dimension:
Johnson indices = Relative Weight (RW) allocation

Step 1. Minimal transformation to an orthogonal problem via singular value
decomposition (SVD) of the correlated inputs X

X
7'7Z
Z

Step 2: Regression of each X; on Z (j=1,...,d)

ARl . .
7 => orthogonal inputs Z but maximally related to X

arg min(X — W)H(X — W)
W

T *
Step 3: Regression of Y on Z (j=1,...,d) X1 =k 71 K
WT,Q .
o
d Xg Z2 Y
z mijag’ T13 o3
= X3 Z3
2 %2 ’
3w, =33 et = 3af (3w ) v
i=1 j=1

Empirical observation: RW approximates LMG at a greatly reduced budgpi;iﬂ:F




Exemple sur jeu de données public (3/3)

R2=0.74 Q2=0.72
VIF = Mesure de multicollinéarité
PMVD
Input | n® | VIF | SRC? | PCC? | SPCC? ||LMG | RWA|| E-MVD
CTiIm 1 1.79 1.09 2.28 0.61 2.79 3.29 0.72
FAl 2 2.30 1.51 2.46 (.66 2.50 2.81 0.67
indus k. 3.95 0.10 0.10 0.03 3.74 3.66 0.06
Tox 4 4.39 4.79 4.02 1.09 3.31 3.68 1.54
nombre de chambres  rm 5 1.93 2.50 14.57 4.45 19.01 | 20.59 22.71
age B 3.09 0.01 0.09 (.00 2.20 2.70 0.00
dis 7 3.95 | 12.02 | 10.44 3.04 3.17 1.86 2.18
accessibilité autoroutes Tad 8 7.40 9.56 4.72 1.29 2.46 2.10 0.533
taux des taxes  tax 0 888 6.73 2.82 0.76 3.87 3.64 1.07
nb éleves / nb enseignants ptratio | 10 | 1.78 | 5.15 09.97 2.89 7.93 | B.70 6.45
b 11| 1.34 0.92 2.56 0.69 2.37 2.97 1.12
Indice de pauvreté de la population lstaf 12 | 293 | 17.64 | 18.7T6 6.02 20.59 | 17.92 36.56
Sum 43.74 | 63.10 | T2.70 21.51 73.93 | 73.93 73.93

Autres entrées : pollution, criminalité, distance aux centres d’emplois, ...

~'~eDF
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