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Introduction

Obijectif : Quantifier I'importance des covariables dans un modeéle de régression linéaire, en
leur allouant des part de performance.

La théorie des jeux coopératifs offre un cadre prometteur, permettant de construire des
allocations particuliére, méme lorsque les covariables sont corrélées.

w

En particulier, les valeurs de Shapley sont “d la mode” pour la quantification
d’importance... Mais sont-elles toujours pertinentes ?
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Introduction

Obijectif : Quantifier I'importance des covariables dans un modeéle de régression linéaire, en
leur allouant des part de performance.

La théorie des jeux coopératifs offre un cadre prometteur, permettant de construire des
allocations particuliére, méme lorsque les covariables sont corrélées.

w

En particulier, les valeurs de Shapley sont “d la mode” pour la quantification
d’importance... Mais sont-elles toujours pertinentes ? Problématiques :

e Comment utiliser les jeux coopératifs pour produire des mesures d’'importance ?

e Sur quelle base peut-on comparer deux allocations ?
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1. Jeux coopératifs statistiques et allocations
2. Mesures d'importance relatives

3. Estimation
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1. Jeux coopératifs statistiques et allocations
1.1 Jeux coopératifs et allocations de Weber

1.2 Jeux coopératifs statistiques et allocation du R?
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Jeux coopératifs

Deux domaines d’étude de la théorie des jeux :

Jeux coopératifs Jeux non-coopératifs
(combinatoires) (procéduraux)

P A A Etape 1
. Etape 2
Etape 3
Etape 4

Modélisation de Iissue d’un jeu lorsque les Modélisation des décisions offertes aux

joueurs s‘organisent en codalitions différentes. joueurs de maniére procédurale.

Les jeux coopérdtifs ne traitent pas exclusivement de coopération (et inversement).

4/25



Jeux coopératifs

La théorie des jeux coopératifs peut étre
résumée comme étant “I'art de partager un
gateau”.

Etant donné un ensemble de joueurs D = {1, ...,d}, qui produisent une quantité v(D), la
question cenftrale est :

Comment peut-on partager v(D) parmiles d joueurs ?

Définir une maniére de partager v(D) (i.e., le géteau) en d parts revient & définir une
allocation.
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Jeux coopératifs

Formellement, un jeu coopératif est définit par le couple (D, v), ou :

e D=/{1,...,d} dénote I'ensemble de tous les joueurs (ou grande coadlition) ;
e v:P(D)— R est une fonction de valeur qui associe une quantité & chaque
sous-ensemble de joueurs (ou codlitions).
Une allocation est un vecteur ¢ € RY, dont chaque composante correspond & une certaine

part allouée a chaque joueur.

Les allocations sont définies selon des propriétés désirées :

o Efficacité: >°7 | ¢; = v(D) (on partage fout le gateau, et rien que le gateau)
o Positivité : ¢; > 0 (& I'issue du partage, personne ne doit rembourser de parts de gateau)

o cfc.
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Allocations de Weber, modeles a ordre aléatoire

Les modeles & ordre aléatoire, (ou ensemble de Weber (1988)) offrent une maniére de
construire une classe d’allocations.

Idée : Considérer que les joueurs interagissent dans un ordre aléatoire (i.e., une permutation
de D). Chaque joueur recoit sa contribution marginale & la coalition formée par les joueurs
le précédant dans I'ordre considéré, pondéré par la vraisemblance de cet ordre.
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Allocations de Weber, modeles a ordre aléatoire

Les modeles & ordre aléatoire, (ou ensemble de Weber (1988)) offrent une maniére de
construire une classe d’allocations.

Idée : Considérer que les joueurs interagissent dans un ordre aléatoire (i.e., une permutation
de D). Chaque joueur recoit sa contribution marginale & la coalition formée par les joueurs
le précédant dans I'ordre considéré, pondéré par la vraisemblance de cet ordre.

Notons:

e r=(r,...,rq) € R(D), une certaine permutation de D ;
e r(j) dénote la position du joueur j dans la permutation r (i.e., r,;) = j) :
e p est une fonction de masse de probabilité, supportée sur R(D).

L'allocation par ordre aléatoire du joueur i est donnée par:

gi= 3 p(r)(v(D\{rl,...,r,(,-)_l)—v(D\{rl,A..,r,(,-)))

reR(D)

Une illustration intuitive de cette formule sera présentée plus tard. 7/25



Allocations de Weber, modeles a ordre aléatoire

Les allocations par modeles & ordre aléatoires sont :

e Toujours efficaces (On partage tout le gateau) ;

e Positives des lors que v est monotone pour I'inclusion (ajouter un joueur ne fait pas baisser
la valeur d’une codlition) :

Vie D, YACD\i, v(AU{i})> v(A).

o Ef plus si aoffinités en fonction du choix de p.
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Allocations de Weber, modeles a ordre aléatoire

Les allocations par modeles & ordre aléatoires sont :

e Toujours efficaces (On partage tout le gateau) ;

e Positives des lors que v est monotone pour I'inclusion (ajouter un joueur ne fait pas baisser
la valeur d’une codlition) :

Vie D, YACD\i, v(AU{i})> v(A).

o Ef plus si aoffinités en fonction du choix de p.

Les allocations par ordre aléatoire sont de bons candidats pour
définir une redistribution pertinente.
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Jeux coopératifs statistiques

L'analogie entre joueurs et covariables permettent de définir les jeux coopératifs statistiques.

Prenons un modéle de régression linéaire classique, qui pour des covariables
X = (X1,...,Xy)", et on cherche & estimer :

d
Y=> BiXi+e

i=1

Lorsque I'ont régresse Y sur les d covariables, on parle de modéle total. On peut construire
un modéle emboité dans le modéle total, pour chague sous-partie de variables A C D, i.e.,

Y:Z/B,‘Xf+6

i€A

Et on note, R?(A) le coefficient de détermination du modeéle emboité construit & partir des
variables X;, i € A.
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Jeux coopératifs statistiques

Un jeu coopératif statistique (Feldman 2005) sur un modéle de régression linéaire est définit
comme le jeu:
(0.7)

ou la fonction de valeur choisie est le coefficient de détermination de chague modéle
emboité que I'on peut construire R? : P(D) — R*.

Dans ce cas-d, R? est effectivement monotone pour l'inclusion. Les allocations par ordre
aléatoires de ce jeu coopératif statistique s'écrivent, pour i € D, et pour un choix de p :

= 3 p)(RD\{n, o ry 1) = RO\ {1 }))-

reR(D)

Ces allocations par modeéle aléatoires s’apparente au processus de sélection de variable
backward (Gromping 2007).
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Allocation du R?

Backward selection procedure

Full Model : Xy = (X, X3, X3)

First covariate
removal
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Allocation du R?

Backward selection procedure

Full Model : Xy = (X1, X5, X3)

removal

First covariate

NE A %
/ \ / \ /

X3 c( X3 \v X1 ¢ X3¢ X1 ¢ X \D

Second

covariate
removal

&

removal

) X @ ;¢ X1 @ X, @ X1 0|
1,23) (1,32) (213) (231 (312 (321) Frmystose

{1,2,3}

Third
covariate

¢1=p((1,2,3)) (R*({1,2.3}) — R*({2,3}) + ...
¢2 = p((1,2,3)) (R*({2,3}) — R*({3})) + .-
¢3 = p((1,2,3)) ( )+
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Allocation du R?

Backward selection procedure

Full Model : Xy = (X3, X5, X3)

First covariate
removal

AT N T
/ \ / \ / \

covariate
removal

¢ X2 @ 3¢ X1 @ L e X1 e
123) (132 (213 (231 @(G12) @21 e

covariate
removal

o1 = p((1,2,3)) (R({1.2.3}) — R2({2.3}) + p((1.3.2)) (R*({1.2.3}) ~ R*({2.3}) + ...
¢ = p((1,2,3)) (R2({2.3}) — RA({3))) + p((1.3.2)) ( )+

¢3 = p((1,2,3)) ( ) +p((1,3,2)) (R*({2,3}) — R*({2})) + .-
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Allocation du R?

Backward selection procedure

Full Model : Xy = (X;, X5, X3)

First covariate
|

% o A T
/ \ / \ /

3 X1 ¢ X3 ¢ X1 ¢

al

X; ¢

ovariate

N
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£58
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(123) (132 (213 (231 (312 G21) "y

di= p(r)(Rz(D \{n,.. 1)) = R¥(D\ {n, ..., ’r(i)})>-

reR(D)
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Allocation du R?

Ainsi, les allocations par modéles & ordre aléatoires, lorsqu’appliquées aux jeux coopératifs
statistiques, en particulier & la régression linéaire permettent de construire une
décomposition du R? :

e 3¢, ¢ = R¥(D), la somme des allocations & chaque variable somme au R? du
modéle total ;

e Pour toute covariable i € D, ¢; > 0.

Cette famille d’allocation permettent d’étre interprétés comme des parts de R?, allouées &
chacun des covariables du modéle.
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Allocation du R?

Ainsi, les allocations par modéles & ordre aléatoires, lorsqu’appliquées aux jeux coopératifs
statistiques, en particulier & la régression linéaire permettent de construire une
décomposition du R? :

e 3¢, ¢ = R¥(D), la somme des allocations & chaque variable somme au R? du
modéle total ;

e Pour toute covariable i € D, ¢; > 0.

Cette famille d’allocation permettent d’étre interprétés comme des parts de R?, allouées &
chacun des covariables du modéle.

Mais comment choisir une fonction de masse de probabilité p
pertinente ?
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2. Mesures d’importance relatives
2.1 Critéres d’admissibilité

2.2 Valeurs de Shapley (LMG)

2.3 Valeurs proportionnelles (PMVD)
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Mesures d’importance relatives

Quatre critéres d’admissibilité peuvent-étre tirés de la littérature (Cox 1985; Johnson and
Lebreton 2004; Feldman 2005; Gromping 2007) :

o Efficacité: 37 ¢, = R*(D) ;

o Positivité : Vi € D, ¢(i) >0 ;

e Exclusion: Si 3, =0, alors ¢; =0 ;

e Inclusion : Si 5; # 0, alors ¢; > 0.

Comme I efficacité et la positivité sont déja assurés pour le jeu coopératif statistique (D, R?),
on va chercher p de sorte & ce que les propriétés d’exclusion et d’inclusion soient
respectées.
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Valeurs de Shapley

Les valeurs de Shapley peuvent étre interprétées comme

[...] an a priori assessment of the situation, based on either ignorance or disregard of the social
organization of the players.” - L. S. Shapley (2016)

Les valeurs de Shapley d’un jeu coopératifs (D, v) peuvent étre caractérisées de maniére
différentes :

_q)lA-sl,
Shapi = Zoca(~1) (8)

ACD:i€A |A|
- <d|A1> (v(tAU 1) - v(A))
ACD\{j}
:$ S (v(D\{rl,...,r,(,-),l)fV(D\{rl,...,r,(,-))).
reR(D)

Les valeurs de Shapley peuvent étre vues comme le choix uniforme pour p (i.e., p(r) = 1.

18/25



Indices LMG

Les indices LMG (Lindeman, Merenda, and Gold 1980) ne sont aufre que les valeurs de
Shapley du jeu coopératif statistique (D, R*) construit sur une régression linéaire.

Comment se situent ces indices au vu des quatre propriétés désirées pour les mesures
d’importance relative :

o Efficacité : OK.

o Positivité : OK.

e Inclusion : OK.

e Exclusion : une covariable X; avec 8; = 0 peut avoir un indice LMG positif dés lors
qu’elle est corrélée avec d’autres covariables (c’est la blague de Shapley).
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Indices LMG

Les indices LMG (Lindeman, Merenda, and Gold 1980) ne sont aufre que les valeurs de
Shapley du jeu coopératif statistique (D, R*) construit sur une régression linéaire.

Comment se situent ces indices au vu des quatre propriétés désirées pour les mesures
d’importance relative :

o Efficacité : OK.

o Positivité : OK.

e Inclusion : OK.

e Exclusion : une covariable X; avec 8; = 0 peut avoir un indice LMG positif dés lors
qu’elle est corrélée avec d’autres covariables (c’est la blague de Shapley).

Existe-t-il une allocation qui respecte ces quatre propriétés ?
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Valeurs proportionnelles

Les valeurs proportionnelles sont un autre type d’allocation, qui peuvent étre interprétées
comme

"[...] splitting the coalitional surplus so each player gains in equal proportion fo that which could be
obfained by each alone.” - B. Feldman (1999)

Elle se traduit par un choix particulier de p qui donne plus de masse aux ordres
(permutations) “les plus décroissants” :

L(r) = (ﬁ(v(D \{n,....,rica}) —v(D\{n,..., ’J’))) _

e
PO=57 1
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Indices PMVD

Les indices PMVD (Proportional Marginal Variance Decomposition) (Feldman 2005;
Grémping 2007) sont les valeurs proportionnelles du jeu statistique coopératif (D, R?)
construit sur un modéle de régression linéaire.

Il peut montrer que ces indices respectent les quatres propriétés désirées des mesures
d’importance relative (Feldman 2005).

Ces indices ont été intensivement étudiés sur des cas pratiques par Gromping (2007, 2015).
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3. Estimation
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Estimation

Ces indices sont assez colteux & estimer. Il faut effectuer 29 régressions linéaires, pour
calculer les 29 valeurs de R? correspondants aux différentes combinaisons possibles de
retrait de variables.

Le temps de calcul est donc exponentiel en la dimension totale des covariables.

Cependant, ces calculs peuvent étre faits en paralléle : implémentations dans sensitivity
(TP1).

Cette limitation de calcul & la dimension rendent les indices RWA particulierement
intféressants en situation de grande dimension.
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https://cran.r-project.org/package=sensitivity
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MERCI POUR VOTRE ECOUTE !

DES QUESTIONS ?
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