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Introduction

Contexte :
d
M : { RY —» R

Objectif : déterminer comment la sortie du modele réagit aux
variations de ses enirées.
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Introduction

Contexte :
d
M : { RY 5 R

Objectif : déterminer comment la sortie du modele réagit aux
variations de ses enirées.

Plusieurs types d’analyse :

» analyses qualitatives : est-ce qu'il y a des effets non-linéaires ?
des interactions ?
ex. : méthodes de criblage (screening).

» analyses quantitatives : hierarchisation des facteurs, tests
statistiqgues Hp "entrée négligeable”.
ex. : indices de sensibilité de Sobol’ (voir suite du cours).

Une analyse de sensibilité permettra éventuellement de mettre en
défaut un modele.
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Introduction

Plusieurs approches pour I'analyse de sensibilité quantitative :
Approches locales :

M(X) = M(X0) + 329 (%—X‘f)xo (x; — x) (développement de Taylor).

X
Avantages : moindre co(t de calcul, méme si d grand (lorsqu’on peut
calculer I'adjoint, colt indépendant de la dimension).

Inconvénients : approche locale, qui de plus repose sur une
hypothése de linéarita

0.08

Indice de sensibilité du premier ordre pour I'entrée i : (3-‘4) .
X

0,08

0,04

0,02
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Introduction

Approches globales :

On attribue au vecteur d’entrées une loi de probabilité définie a partir
d’avis d’experts, d'observations, ...

ex. : si les entrées sont supposées indépendantes, il suffit de définir
des lois marginales.

FIGURE : loi (gauche) unimodale, (droite) bimodale
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Introduction

On fait varier les entrées selon leur loi de probabilité.

S
G

D, D, CH

FIGURE : Locale versus Globale (G := /M), illustration.
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Introduction

On fait varier les entrées selon leur loi de probabilité.

- -
G
D, D, CH

FIGURE : Locale versus Globale (G := /), illustration.
Les approches locales "globalisées" : par ex. (1) Ex {%
2
E (8—\4 ) .
X [ OX; X

Avantages : particulierement intéressante si on dispose de I'adjoint
(voir exposé Eric Blayo).

X], ou (2)

Inconvénients :
(1) n'est pas assez discrimin

Clémentine Prieur, Laurent Gilquin Analyse de Sensibilité Globale Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015 7147



Introduction

(2) est connu sous la terminologie Derivative-based Global Sensitivity
Measures , voir Sobol’ & Gresham (1995), Sobol’ & Kucherenko
(2009).

Cet indice est plus approprié pour du criblage que pour de la
hiérarchisation (voir Lamboni ef al., 2013).

Ce cours est dédié aux approches globales permettant de
hiérarchiser efficacement les facteurs d’entrée.
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Plan du cours

Mesures de sensibilité, définition, estimation

I- Mesures fondées sur la régression linéaire.
II- Analyse de la variance fonctionnelle.

[lI- Estimation des indices de Sobol

o par méthodes type Monte Carlo et variantes,
e par méthodes spectrales.

IV- Indices distributionnels.

V- Extensions.
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

» Coeff. de corrélation linéaire

Cov(X;, Y)

\/ Var(X;)/Var(Y)

pi=p(X,Y)=

» Coeff. de corrélation partielle

PCC, = PCC (X, Y) = p (y 0 x fc“)
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

» Coeff. de corrélation linéaire

Cov(X;, Y)

\/ Var(X;)/Var(Y)

pi=p(X,Y)=

» Coeff. de corrélation partielle

PCC, = PCC (X, Y) = p (y 0 x X(')>

Remarques :

esi Y = 2?21 Bi X, et si les entrées sont indépendantes,
SL R Y) =1,
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

» Coeff. de corrélation linéaire

Cov(X;, Y)

\/ Var(X;)/Var(Y)

pi=p(X,Y)=

» Coeff. de corrélation partielle

PCC, = PCC (X, Y) = p (y 0 x X(')>

Remarques :

esi Y = 2?21 Bi X, et si les entrées sont indépendantes,
S 2% Y) =15
e si les entrées sont corrélées, les PCC sont plus appropriés.
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

Validité du modéle linéaire ?

Un exemple jouet : ¥ = 2X; +3X:2 +5, X; ~U([0,1]), i = 1,2,
X1 1L Xo.

On peut approcﬂher ce modeéle par un modéle linéaire :

Y =061X1+8Xo+ By +¢, e~ N(O, 0'2).

Echantillon d’apprentissage : yx = M (X1 k..., Xqx), k=1,...,100
=V =PB1x + faxo + fo = 2.06x1 +3.15x2 + 4.34.

Quelles mesures pour quantifier la qualité de ce modele ?
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

* Coefficient R?

> SCE _ Y (-7
scT ZZ’:1 (Y — 7)2

Ve =01 BiXin, ¥ = 50 Vi

R
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

* Coefficient R?

» SCE _Sp, (-¥)°
scr Skt (Ve — 7)2

Ve =30 Bixin ¥ = 550 .

R

* Erreur de prédiction, par exemple par validation croisée :
2
~—(k
1 >k (Yk( ) yk)
m ey (Ve — 7)2

Vim0 =529 5 B estimé a partir de

VX)), j=1,....,k—=1,k+1,....m.
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I- Mesures fondées sur la régression linéaire

Si la relation entrées/sortie n’est plus linéaire mais monotone, on
travaille sur les rangs.

yk,x,',k,k:1,...,m,i:1,...,d

rik rang de x; x dans (x;1,....Xi.m), rx rang de y, dans (yi, ..., Ym)

N p;S _ Sk (rik=Ti)(re—=1)

VTR ()2

e idem pour pcc;
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Rappels d’ANOVA

Y quantité d’'intérét, X; (resp. X») facteur qualitatif a / (resp. J)
niveaux.

modele : Yy = p+oj+ Bj+vij+ €, € i.i.d../\/(o,oz).

contraintes d'identifiabilité : >>/_, a; = 0, E}; Bi=0,5 =0,
J

Zj:‘] 7U = 0

Estimation des effets :

plan complet, équilibré, avec r > 1 répétitions — yj, k=1,....,r

avec les notations usuelles  y = ﬁ, Z,’-:1 21421 S ket Yiiks

B 1 J r B 1 i r B r
V=2 Vi V=gl Yk V= TS i
k=1

j=1 k=1 i=1 k=1
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans le modéle précédent, on définit :

e les prévisions yjx =y,
o les résidus & = yik — Jik = Yik — V.-
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans le modéle précédent, on définit :
e les prévisions yjx =y,

o les résidus €A,'jk = Yik — YiKk = Vi — 7,1
Décomposition de la variance :

SCT = SCM + SCR
variance totale = variance expl. par le modele 4 variance résiduelle

SCM = SCX; + SCXo + SCX1 Xo avec

r

IoJ o I J
SCXi =3 > > F-9)7, SCXe=) > 7"

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 :1
I} J r
SCX1X2—ZZZ y,j y] +y) s
1 j=1 k=1
i J r » I Jd o 5
SCR=Y">"> k—yi) =>_>_ > Vi —Vi)
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Tests d’hypothése : plusieurs tests possibles.

ex. : Ho : modéle additif contre H; : modele complet

Statistique de test :

7o SCXX /(W= T=dH1) py it ur— ),

SCR/(lJr — IJ) Ho

Hypothéses sous-jacentes au modele d’ANOVA :

e les facteurs n’influencent que la moyenne de la variable quantitative
Y et pas sa variance;

e les variations autres que celles provoquées par les facteurs sont
gaussiennes et indépendantes.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Généralisation fonctionnelle : (Antoniadis, 1984)

Y(s, 1) =M(s,t)+e(s, ), (s,1)eSxT
avec
e =(s, t) processus gaussien centré de fonction de covariance K(s, t),

e S et T deux espaces métriques compacts.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Généralisation fonctionnelle : (Antoniadis, 1984)

Y(s, 1) =M(s,t)+e(s, ), (s,1)eSxT
avec

e =(s, t) processus gaussien centré de fonction de covariance K(s, t),

e S et T deux espaces métriques compacts.

Et dans un contexte plus général : (Hoeffding, 1948 ; Sobol’, 1993)
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Généralisation fonctionnelle : (Antoniadis, 1984)

Y(s, 1) =M(s,t)+e(s, ), (s,1)eSxT
avec
e =(s, t) processus gaussien centré de fonction de covariance K(s, t),

e S et T deux espaces métriques compacts.

Et dans un contexte plus général : (Hoeffding, 1948 ; Sobol’, 1993)
Y= M(Xq, oo Xa), (K Xg) ~ Px, Xy

Dans la suite on supposera :

i) les X; sont indépendantes ;
iy Vi=1,....d, X; ~ U ([0, 1]).
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans la suite on supposera :

i) les X; sont indépendantes;;
iy Vi=1,....d, X; ~ U ([0, 1]).

Lhypothese ii) n’est pas restrictive : par la méthode d’inversion,
Y = M(Xq,...,Xy) s’écrit

Y = M(Fg ' (Uh), ..., Fx (Ug)) = M(Uy, ..., Ug)

avec U;,i =1,...d indépendantes, et pour tout i, U; ~ U ([0, 1]), F)?,-1
inverse généralisée de la fonction de répartition de X;.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Dans la suite on supposera :

i) les X; sont indépendantes;;
iy Vi=1,....d, X; ~ U ([0, 1]).

Lhypothese ii) n’est pas restrictive : par la méthode d’inversion,
Y = M(Xq,...,Xy) s’écrit

Y = M(Fg ' (Uh), ..., Fx (Ug)) = M(Uy, ..., Ug)

avec U;,i =1,...d indépendantes, et pour tout i, U; ~ U ([0, 1]), F)?,-1
inverse généralisée de la fonction de répartition de X;.

Le cas des entrées corrélées, beaucoup plus complexe, sera discuté
a la fin de ce cours.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des
entrées ?

Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ?
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des
entrées ?

Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X])]
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des
entrées ?

Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X])]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance
de Y :variable X; influente.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des
entrées ?

Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X])]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance
de Y :variable X; influente.

Théoreme (variance totale)
Var(Y) = Var [E (Y|Xj)] + E [Var (Y| X))].

Clémentine Prieur, Laurent Gilquin Analyse de Sensibilité Globale Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015 19/47



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des
entrées ?

Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X])]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance
de Y :variable X; influente.

Théoreme (variance totale)
Var(Y) = Var [E (Y|X;)] + E [Var (Y| X))].

Définition (Indice de Sobol du premier ordre)
i=1,...,d

VIE(YIX)] _

0=S=—uv) =
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Vers les indices de sensibilité de Sobol’ :

La sortie Y est-elle plus ou moins variable lorsqu’on fixe une des
entrées ?

Var (Y| X; = x;), comment choisir x; ? = E [V (Y|X])]

Plus cette quantité est petite, plus le fait de fixer X; réduit la variance
de Y :variable X; influente.

Théoreme (variance totale)
Var(Y) = Var [E (Y|X;)] + E [Var (Y| X))].

Définition (Indice de Sobol du premier ordre)
i=1,...,d

_ VIE(Y|X)]

ex. : sortie linéaire Y = ZL BiX;, on obtient S; = Bi,zra(r%() = p,?.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X24+Xo X ~U(0,1]) Xy I Xo
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X24+Xo X ~U(0,1]) Xy I Xo

E(Y|Xi) = X? + E(Xz) = Var[E (Y] X;)] = Var(X?) = &
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Xi~U(01]) X 1L X

Y=X2+Xo
E(Y|Xi) = X2 + E(X2) = Var[E(Y]X;)] = Var(X?) = ;&
=%

E(Y|Xo) = E(X2) + X2 = Var [E (Y| X,)] = Var(Xp)

20/47
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Analyse de Sensibilité Globale

Clémentine Prieur, Laurent Gilquin



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X24+Xo X ~U(0,1]) Xy I Xo

E(Y|X1) = X2 + E(Xz) = Var [E(Y|X;)] = Var(X?)
X2)

3
E(Y|Xo) = E(X?) + X2 = Var [E (Y| X2)] = Var(Xz) = 5

Var(Y) = Var(X2) + Var(Xp) = 3%
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X24+Xo X ~U(0,1]) Xy I Xo

E(Y|Xi) = X2 + E(X2) = Var[E(Y|X;)] = Var(X?) =
E(Y[X2) = E(X?) + Xo = Var[E(Y|X2)] = Var(X2) = 15
Var(Y) = Var(X?) + Var(Xp) = 3
16 15
S = 31 ~ 0,516, S; = 31~ 0,484
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Sur un cas d’école :

Y=X24+Xo X ~U(0,1]) Xy I Xo

E(Y|Xi) = X2 + E(X2) = Var[E(Y|X;)] = Var(X?) =
E(Y[X2) = E(X?) + Xo = Var[E(Y|X2)] = Var(X2) = 15
Var(Y) = Var(X?) + Var(Xp) = 3
16 15
S = 31 ~ 0,516, S; = 31~ 0,484

Sy + S, = 1, modele additif
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Plus généralement,

Théoreme (Décomposition de Hoeffding)

M :[0,1]9 = R, f[oj]d_wz(x)dx < 00
M admet une unique décomposition de la forme

Mo + ZL Mi(X%i) + D1 <icjca Mij(Xis X)) + -+ M a(X1,. .., Xg)
sous les contraintes

» 1, constante,

» V1i<s<dVi<ih<..<ig<d,Vi<p<s

1
/ M (X, X, )dx, =0
0
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : M, = f[o_”d M(x)dx et les termes de la
décomposition sont orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
> ;\/l,‘(X,') = f[0,1]d 1 J\/I(X) np;g,'pr — My
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : M, = f[o_”d M(x)dx et les termes de la
décomposition sont orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
> ;\/l,‘(X,') = f[0,1]d 1 J\/I(X) np;g,'pr — My
i)
M (i) = S 1j0-2 M) Mz jdXp — Mo = Mi(xi) = M;(x)
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : M, = f[o_”d M(x)dx et les termes de la
décomposition sont orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
> ;\/l,‘(X,') = f[0,1]d 1 J\/I(X) np;g,'pr — My
i)
Mij(Xis %) = Jig g2 MX) Mpijdxp — Mo — Mi(xi) = M;(x))
> ...
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Conséquences : M, = f[o_”d M(x)dx et les termes de la
décomposition sont orthogonaux.

Le calcul des termes de la décomposition se raméne a :
> ;\/l,‘(X,') = f[O,1]d 1 4\/1(X) I'Ip;é,-dxp — My
i)
Mi (%, %) = fio, qja-2 M) Mz jAxp = Mo = Mi(xi) = M;(x)
> ...

Calcul d’intégrales multiples.
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Décomposition de la variance : X, .. ., Xgiid. ~ U ([0,1])

Y = M(X) = Mo+ 50 M) 4.4+ M o(Xi, . Xy)

J\/lo = E( Y),
Mi(X) = E(Y|X) - B(Y),
M 06. ) = E(YIXX) — E(Y]X) —E(Y]X) +E(Y),

vV v v Y
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Décomposition de la variance : X, ..., Xy i.i.d. ~ U ([0, 1])
Y = M(X) = Mo+ S8, M) + o4+ My a(Xe, . Xy)
> J\/lo = E( Y),
> M(X) =E(Y]X) - E(Y),
> 0 M (X X)) =E(Y]X, X)) —E(Y]X) —E(Y]X) +E(Y),
> .
Var(Y) = 3% Var (M (X)) + ...+ Var (M1 (X1, X))
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Définition (Indices de Sobol)

Vied,. . . d& = Ya(i00) _ valE(rx)]

— Var(Y) = Var(Y)
.. Var( 1 (6. Var[E( V.5 )] = Var[E( V| X,)]— Var[E( V] X,
Vit 8y = 06) _ B0 )] vty Dl Ve B(v )]
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Définition (Indices de Sobol)

. S Var(\0(X)) _ VarlE(Y|X
Vi=1,...,d S = aIVar(Y) ) = ﬁ{]ar((\l) :

. Var( M, (XX Var[E( V[, )] - Var[E( Y| )] — Var [E( V| X
Vi#jS,= (Var/((y) ) _ VaR(Y1X.%)] VE:((Y)l )l Var[E( V] )]

d
1= ZS"+ZS"f+"'+S1""'d
i=1 i#]

i

Définition (Indices totaux)

i=1,...,d Sr= > Sy .
uc{1,....d}, u#0, icu

Clémentine Prieur, Laurent Gilquin Analyse de Sensibilité Globale Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015 24/47



II- Analyse de la variance fonctionnelle

Indices de Sobol’ :

Définition (Indices totaux)

i=1,...,d St = > Su .
uc{1,....d}, u#0, icu

Xy = (X1, ., Xi1, Xig1, ..., Xg)
En utilisant le théoréme de la variance totale,
g, = ENVar(YIX( )] Var[E(V|X )]
Ti Var(Y) Var(Y)
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Indices par facteur :

Effet total de A

principaux principaux

Interactions Interactions|
Interactions Interactions
3 facteurs 3 facteurs
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II- Analyse de la variance fonctionnelle

Indices par groupe de facteurs :

Effets

principaux /

Interactions

2facteurs

Interactions

3 facteurs

ffet total
du groupe (A, B)

Effets S/

principaux /’ v
| 4
Interactions / .47
(Cas )
i A
2facteurs

Interactions AN s 1o S
~ 7
2tacteurs (o)

aurent Gilquin Analyse de Sensibilité Globale

Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015



Ill- Estimation des indices de Sobol

Constat : I'expression analytique des indices de Sobol’, qui fait
apparaitre des intégrales sur des espaces de grande dimension, est
rarement accessible.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Constat : I'expression analytique des indices de Sobol’, qui fait
apparaitre des intégrales sur des espaces de grande dimension, est
rarement accessible.

2 types d’approches principalement pour I'estimation

1) approches type Monte-Carlo (hypothése IL? sur le modele) ;

2) approches spectrales (hypothéses de régularité
supplémentaires).
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Constat : I'expression analytique des indices de Sobol’, qui fait
apparaitre des intégrales sur des espaces de grande dimension, est
rarement accessible.

2 types d’approches principalement pour I'estimation

1) approches type Monte-Carlo (hypothése IL? sur le modele) ;

2) approches spectrales (hypothéses de régularité
supplémentaires).

Eventuellement si le modéle est trop colteux a évaluer, on ajustera
un métamodele avant d’appliquer ces méthodes.

ex. : régressions paramétrique et non-paramétrique,
métamodélisation par processus gaussien (voir cours Amandine
Marrel, Sébastien Da Veiga).
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Appoches type Monte-Carlo : (Sobol’ 93, Saltelli 02, Mauntz, .. .)

Notations : X/, copie indep. de X, ¥V = M (X, X)),
Y = v\/l(Xi./X(/ /‘))
Idée : comme S; = %

Plans : 2 échantillonnages A et B (Monte-Carlo, LHS) indépendants.

I'idée est d’avoir une formule empirique.

A A B B
Xi1 .- X4 X{q4 0 - Xgj
A= . B=
A A B B
X1,n <o Xdon Xtn -+ Xdn

— on crée d matrices d’échantillonnage C;, i =1,...,d:

A B A
X4 oo X . Xga
Ci =
A B A
Xn oo Xin oo Xgn
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Ill- Estimation des indices de Sobol

On évalue (1 + d) x nle modele M :

i yE %%
yi= ye = vi<i<d y%=
73 5 7

sobolEff () (Janon et al., 2012 & 2013)

o ¥

. B8, ,Ci 2 7 . . y
IS yByd - (‘; S, B > numérateur indice d’ordre 1

& 1xn ODPu)? fen B\ ;
o V=_%0  H—=t — 1> F5 | dénominateur
e ¥ — V_; numérateur indice total

intervalles de confiance asymptotiques, estimateur asymptotiquement
efficace
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Ill- Estimation des indices de Sobol

soboljansen ()
° \7(_,) =30, (ka - ykc") numeérateur indice total

intervalles de confiance par bootstrap

Remarque :

On peut aussi remplacer les échantillonnages MC ou LHS par du
QMC (hyp. de variations réguliéres).
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Ill- Estimation des indices de Sobol

La g-fonction de Sobol’ :

_ |4x;—2|+a;

f(x) = fi(x1) = (x2) avec fi(x;) -

— 51~ 0.038, S, ~ 0.958

, a1 =9, a =1

N N N e N
< First order indices < o o main effect
+ & total effect
24 ©
2 o < |
@
° @
3
©
e |
=
3
o
] S
o + o | + o
3 3
T T T T
s1 s2 x1 x2

FIGURE : n= 1000, b =100, IC(0.95), sobolEff (g.), soboljansen (d.)
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Hypercubes latins répliqués : (Tissot et al., 2015)

Hypercubes Latins répliqués :
o k=1,...,n

N m1(K) = Uiy 7d(K) — U my(k)
Xk = n ) n

© ot 02 03 0& 05 08 07 08 09

On dispose de deux matrices B et B.

Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015 33/47
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Ill- Estimation des indices de Sobol

X114 ... XdA X141 ... Xdi

Xin ... Xdn Xtn ... Xdn

— 2n évaluations du modele \1 (n lignes de B + n lignes de B).

On permute les lignes de B de fagon a ce que la colonne i de la
matrice permutée B; soit identique a la colonne i de B :

s — . k=
Xie,i = X =T omy(ky,i = Xkii s k=1,....n.

Intervalles de confiance asymp., variance plus petite que pour MC.

Geénéralisation possible aux indices d’ordre 2 (via des tableaux
orthogonaux de force 2), mais pas aux indices totaux.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Plans astucieux de Saltelli : Saltelli (2002) propose une combinaison
astucieuse des plans pour estimer tous les indices d’ordre 1, d’ordre
2 et totaux avec un plan de taille (2d + 2) x n.

a C{1y S{2} ©f3} ©{4} ©°{2.34} ©{1.3.4} {124} {123} {1234}
a
ci1y U_4
c(2} U_o U_y2
°{3} 5—3 5—13 5—23 ’
C{ay —4 —14 —24 34
©{2,3,4} Uy U Uz U
©{1,3,4} U U Uz Uz U_12
€{1,2,4} Us Uiz Uz Uzgq U_13 U_23
©{1,2,3} Us Ug Uog Usy U_14 U_p4 U_g4
{1,2,3,4} Y Y Us Ua U_y U_p U_g U_g

FIGURE : lllustration en dimension d = 4.

Uy = B2 (Y] Xy) .
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Et si on dispose déja d'un plan ? (Plischke et al., 2013)

On dispose de (X, = (Xk.i)i=1,....d: Vi = ,\/l(xk))k:h“’N

Pour estimer S;, on partitionne les valeurs de x; ;, k =1,...,Nen M
classes Cp,, m=1,..., M. On note N, le nombre de points par
classe.

avec
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d = 2)

V=2 ket k)72 Ok (M) P (X)) P2k, (X2)
avec, Vi=1,2, (®x),c, b.0.n. de L?([0,1]) et d;o = 1.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d = 2)

V=2 ket k)72 Ok (M) P (X)) P2k, (X2)
avec, Vi=1,2, (®x),c, b.0.n. de L?([0,1]) et d;o = 1.

Mo = Co(,\/l),
Ma(Xi) = 2o ez Gk 0(M)P1 g (X1), Ma(Xo) = D4 czv Coe (M) P2k (X2),
M2 (X, X2) = 2oy, ene hpene Ok (M) Pk (K1) P2k (X2).
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d = 2)

V=2 ket k)72 Ok (M) P (X)) P2k, (X2)
avec, Vi=1,2, (®x),c, b.0.n. de L?([0,1]) et d;o = 1.

Mo = Co(,\/l),
Ma(Xi) = 2o ez Gk 0(M)P1 g (X1), Ma(Xo) = D4 czv Coe (M) P2k (X2),
M2 (X, X2) = 2oy, ene hpene Ok (M) Pk (K1) P2k (X2).

On a alors par Parseval :
> Var (M(X1)) = 0F = 5y cz- [0 0( V)%, (idem pour o),
> Var (M 2(X1, X2)) = 0% 2 = 3oy com ppez |Chike (M)

2 2
> Var (V) = 0% = 32 k)ezxk k)00 [Chi ke (MO
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Approches spectrales : (cas d = 2)

V=2 ket k)72 Ok (M) P (X)) P2k, (X2)
avec, Vi=1,2, (®x),c, b.0.n. de L?([0,1]) et d;o = 1.

Mo = co(M),
M(X1) = 2o en Chy0o(M)Pr kg (X1), Ma(Xe) = Do cae Cop (M) P2k, (),
Mi2(Xi, X2) = 2ok ezr ez Ckr ke (M) Pk (X1) P2k (Xz).
On a alors par Parseval :
> Var (M(X1)) = 0f = 324 cz- [Cky,0( M), (idem pour o3),
> Var (M 2(X1, X2)) = 0% 2 = 3oy com ppez |Chike (M)

2 2
> Var (V) = 0% = 32 k)ezxk k)00 [Chi ke (MO

ex. : polyndmes orthogonaux, bases d’ondelettes, base de Fourier.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :

Si D est un plan d’expérience sur [0, 1]%, on propose la formule de
quadrature :

akhkz(J\/l,D)zca:W Z M(x)e2imlhxithee),

x=(xq,X2)€ED
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :

Si D est un plan d’expérience sur [0, 1]%, on propose la formule de
quadrature :
N 1 —2im(ky X1 ko)
C M,D) = —— M(x)e TRl
k.4 (11 D) cardD ) )
x=(xq,X2)€ED
On estime ensuite les parts de variance par troncature :
> 65(M, Ky, D) = 324, |G 0(M, D), avec K; C Z* de cardinal fini,
(idem pour 43),
> 6% 2(M, Ki2, D) = Y igyek, » |6 ke (M, D), @vec Kip € Z° x Z° de
cardinal fini
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :

Si D est un plan d’expérience sur [0, 1]%, on propose la formule de
quadrature :

o 1 —2im(ky x X:
Ck1,k2(,\/l, D) = cardD Z ,\/l(X)e 2im (ky x; +hpxz)
x=(x1,X2) €D
On estime ensuite les parts de variance par troncature :
> 5. K1, D) = Yy, e 8 o M1, D), avec K € Z* de cardinal fin,
(idem pour 53),
g 6122(#.\/" K1,’2_’ D)= Z(khkz)EKLz |ék11k2(“\/17 D)|21 avec Kip C Z* x Z* de
cardinal fini

On estime la variance totale par 6%(/\1, D) = &,0(/M", D) — &o,0(/M, D)?.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Procédure d’estimation :
Si D est un plan d’expérience sur [0, 1]%, on propose la formule de

quadrature :

A _ 1 i (kg xy o 0)

Ck1,k2(,\/l,D) = W Z 7 ,\/l(x)e 1)
x=(xq,X2)€ED

On estime ensuite les parts de variance par troncature :
> 65(M, Ky, D) = 324, |G 0(M, D), avec K; C Z* de cardinal fini,

(idem pour 43),

55 2(M, Ki2, D) = s ko) ks 5 1k (M, D)|?, avec Ki» C Z* x Z* de

cardinal fini
On estime la variance totale par 6%(/\1, D) = &,0(M", D) — &o,0(/M, D).
Les estimateurs des indices de Sobol’ s’écrivent alors :
O12

o

~2
A o<
! [ — —
) 1—172» 81,2—
38/47

~
52
Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015

Analyse de Sensibilité Globale
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Quelques plans classiques :

£
/
(a) grille réguliére (b) sous-groupe fini
(c) grille creuse (d) tableau orthogonal
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Ill- Estimation des indices de Sobol

La qualité des estimateurs précédents est liée a la vitesse de
décroissance du spectre de Fourier (donc a la régularité) de M. Les
méthodes FAST et RBD sont deux cas particuliers de cette approche
(apres régularisation du modele).
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Ill- Estimation des indices de Sobol

La qualité des estimateurs précédents est liée a la vitesse de
décroissance du spectre de Fourier (donc a la régularité) de M. Les
méthodes FAST et RBD sont deux cas particuliers de cette approche
(apres régularisation du modele).

FAST : (Cukier et al., 78) Fourier Amplitude Sensitivity Test
¢ on fixe Ky un ensemble de fréquences a priori non négligeables ;

e on choisit D sous groupe cyclique (plan (b)) de fagon a contrdler
I'erreur de quadrature.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

La qualité des estimateurs précédents est liée a la vitesse de
décroissance du spectre de Fourier (donc a la régularité) de M. Les
méthodes FAST et RBD sont deux cas particuliers de cette approche
(apres régularisation du modele).

FAST : (Cukier et al., 78) Fourier Amplitude Sensitivity Test
¢ on fixe Ky un ensemble de fréquences a priori non négligeables ;

e on choisit D sous groupe cyclique (plan (b)) de fagon a contrdler
I'erreur de quadrature.

Remarques :
» pour M suffisamment réguliére, on peut obtenir des vitesses de
convergence >> /n;

» pour les indices totaux fast 99 () (pas de contrble d’erreur)
Saltelli et al., 99.

Clémentine Prieur, Laurent Gilquin Analyse de Sensibilité Globale Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015 40/ 47



Ill- Estimation des indices de Sobol

RBD : (Tarantola et al., 06) Random Balance Designs

e on choisit D un tableau orthogonal de force 1 (plan (d)), brouillé par
une permutation aléatoire (D(n))) ;

e K, choix des fréquences a priori non négligeables.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

RBD : (Tarantola et al., 06) Random Balance Designs

e on choisit D un tableau orthogonal de force 1 (plan (d)), brouillé par
une permutation aléatoire (D(n))) ;

e K, choix des fréquences a priori non négligeables.

Remarques :
» ces estimateurs sont réputés biaisés ;
» on peut corriger une partie du biais (Tissot et al., 2012) ;

» sila fonction n’est pas assez réguliére, le biais restant peut étre
important.
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Ill- Estimation des indices de Sobol

RBD : (Tarantola et al., 06) Random Balance Designs

e on choisit D un tableau orthogonal de force 1 (plan (d)), brouillé par
une permutation aléatoire (D(n))) ;

e K, choix des fréquences a priori non négligeables.

Remarques :
» ces estimateurs sont réputés biaisés ;
» on peut corriger une partie du biais (Tissot et al., 2012) ;
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Ill- Estimation des indices de Sobol

Conclusions sur I'estimation :

Lapproche spectrale qui semble étre intéressante en terme de co(t
requiert plus d’hypothéses en terme de régularité.
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Conclusions sur I'estimation :

Lapproche spectrale qui semble étre intéressante en terme de co(t
requiert plus d’hypothéses en terme de régularité.

L'approche type Monte Carlo par hypercubes latins répliqués n’est
pas trop colteuse, et plus prudente pour des modeles irréguliers.

Clémentine Prieur, Laurent Gilquin Analyse de Sensibilité Globale Ecole Centrale de Lyon, 21 mai 2015



Ill- Estimation des indices de Sobol

Conclusions sur I'estimation :

Lapproche spectrale qui semble étre intéressante en terme de co(t
requiert plus d’hypothéses en terme de régularité.

L'approche type Monte Carlo par hypercubes latins répliqués n’est
pas trop colteuse, et plus prudente pour des modeles irréguliers.

voir TP Analyse de Sensibilité
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IV- Indices distributionnels

Borgonovo et al. > 2007

’
0 = 5Ex (Si(X) avec Si(X) = [ [fyv(y) — frix (y)| dy-

Remarque : généralisable au c {1,...,d}
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on peut construire des métamodeéles lorsque le modeéle initial est
trop colteux;
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on peut construire des métamodeéles lorsque le modeéle initial est
trop colteux;

entrées fonctionnelles : I'approche MC s’applique ;
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on peut construire des métamodeéles lorsque le modeéle initial est
trop colteux;

entrées fonctionnelles : I'approche MC s’applique ;

sortie vectorielle : approche composante par composante, ou
indices généralisés GSI (Lamboni et al.) ;
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on peut construire des métamodeéles lorsque le modeéle initial est
trop colteux;

entrées fonctionnelles : I'approche MC s’applique ;

sortie vectorielle : approche composante par composante, ou
indices généralisés GSI (Lamboni et al.) ;

sortie fonctionnelle : on résume la sortie par un vecteur (projection
sur une base adaptée) ou on fait un film (sortie temporelle) ou une
carte (sortie spatiale) d’indices ;
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on peut construire des métamodeéles lorsque le modeéle initial est
trop colteux;

entrées fonctionnelles : I'approche MC s’applique ;

sortie vectorielle : approche composante par composante, ou
indices généralisés GSI (Lamboni et al.) ;

sortie fonctionnelle : on résume la sortie par un vecteur (projection
sur une base adaptée) ou on fait un film (sortie temporelle) ou une
carte (sortie spatiale) d’indices ;

entrées corrélées : il n’y a pas de décomposition univoque
('équivalent de la décomposition de Hoeffding), difficile de séparer
les effets dus aux interactions de ceux dus aux corrélations . ..
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