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»_Incertitudes sur les parametres d'entrée des modeles numériques

Incer"ri‘rud’es sur
les entrées

Incertitudes sur
la sortie

> Gestion des incertitudes :

>

Incertitude sur la
prise de décision finale

= Comment propager les incertitudes sur la sortie du code ?
= Quelles sont les incertitudes les plus préjudiciables ?

= Quelles sont les variables les plus influentes ?
= Incertitude au final sur la sortie ?
= Estimation de la marge de confiance sur la prise de décision ?

> Calibration de modéle :

= Paramétres a estimer pour se recaler sur des observations

—>

Propagation d'incertitudes, Analyse de
sensibilité, Problemes inverses, ...
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> Probleme :

= Code souvent complexe & « coliteux »
= Grand nombre de variables d'entrée

= Grand nombre de simulations nécessaires pour réaliser les
études de sensibilité, de propagation d'incertitude ou de
calibration

= Etude souvent « multi-objectif »

> Exploitation directe du code difficile
—>

Utilisation d'un métamodele
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Métamodeéle :
Fonction statistique représentative du code de calcul

Construction a partir de n simulations du code
Temps d’évaluation négligeable par rapport a celui du code

Approximant les réponses du code
Permettant de prédire avec une « bonne preécision » de nouvelles réponses dans le
domaine de variation des paramétres incertains

Outil multifonctionnel : analyse de sensibilité, propagation
d’incertitudes, calibration...

Autres appellations : surface de réponse , émulateur, surrogate model,
modele simplifié,...
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POURQUOI UN METAMODELE ?

Variables et paramétres d'entrée
X, .., X,

Phénomene physique

X :Processus gaussiens

Y (X)
Codt négligeable

y (X) Temps CPU
important

L

»_Exploitation du métamodéle
- Analyse de sensibilité - Propagation d'incertitudes = Calibration

~ ==

« prédite »

Détermination
des parameétres

Distribution des
entrées

x4 m‘ “
Q . [ P de la sortie
1A

S‘n |

X3

Adéquation expériences
simulées et observées
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ETAPES DE LA METAMODELISATION

Planification (Simulation ) Meta-
d’expériences : On effectuc Ies: modélisation :
points ou I'on va L simulations. ) I Approximation de la
effectuer les surface de réponse
simulations (Space \ du code. /
\ Filling Design) /
A
X1 ° * .
. Code de calcul
[ ] i * y o »
. o ° Expérience
X2 : .... 05

TLe Gratiet, 2011 ]

Methode : On va choisir parmi une famille de fonctions, la fonction qui est
la plus proche de la fonction objectif

. 7an)
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POURQUOI UN METAMODELE ?

- Différents types de métamodeéles :
= Modele linéaire, modéle linéaire généralisé (GLM)
Splines VRN
. LS VAEEERN
G(x)= Z BB, (x) avec K le nb de noeuds ya Y

k:l g -).‘_'_.: i ' ~ o :--..‘\»— Y

= Modéles additifs, GAM

G(x) :_Zp:Si(xi)+iSij(xi,¥j)+--u-

i<j

= Arbres de régression

= Reéseaux de neurones

= Krigeage ou processus gaussiens conditionnels
= Polynébmes de chaos

. an
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POURQUOI UN METAMODELE ?

- Différents types de métamodeéles :
= Modele linéaire, modéle linéaire généralisé (GLM)
Splines
G(x) Z ,BkB (x) avec K le nb de noeuds , ..

k=1 e T N eem S

= Modéles additifs, GAM

G(x) = Zs(x)+Zsy( x)+

i<j

= Arbres de régression

= Reéseaux de neurones

= Krigeage ou processus gaussiens conditionnels
= Polynébmes de chaos

. an
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REGRESSION PAR PROCESSUS
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De la variable au champ aléatoire :

Variable aléatoire réelle : fonction définie sur 'ensemble des éventualités Q et qui
associe a chaque éventualité w un élément de R
X:w— X((JL))

Vecteur aléatoire réel ou variable aléatoire vectorielle : a chaque w on associe n
éléments de R
Xt w = [Xq(w), Xp(), ., Xp(w)]

Fonction aléatoire réelle : variable aléatoire vectorielle avec une infinité de
composantes

Dénombrable : Z,(w), Z,(w), ..., Z(w), ...

Non dénombrable : fonction Z(t), fonction Z(x)

Champ aléatoire réel : fonction aléatoire dans un espace a plusieurs dimensions :
Z(x,y), Z(x,¥,z), Z(x,t) ...
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Variable aléatoire vectorielle :
Variable aléatoire réelle a 2 composantes w — (Z1(w), Z2(w)) € h?
Fonction de répartition conjointe :

Fzizs: MN? —[0,1]
(Zl, 22) — FZI,ZZ (21, 22) = P(Zl <2,4; s ZZ)

Densité de probabilité conjointe :

Z Z

FZ],Z2 (2),2,) = f fle,zz (u,v)dudv

Indépendance entre Z, et Z, 4=y f7,7,(z1, 2,) = T7/(z1) f2,(z1)
Covariance et coefficient de corrélation :
Cov(Z,,Z,)  Cov(Z,,Z,)

COV(ZpZz) = E[Z1zz ]_ E[Zl ]E[Zz] Pz = \/Var(Zl)Var(Zz) B 0,0,

= E[(Z1 _E[Zl ])]E[(Zz _E[Zz ]):I -I=p, =1
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RAPPELS THEORIE

- Loi gaussienne ou loi normale
= Densité £(x)

1 _(x-py
f = mexp( — )

= Moments

A

>

E(X)=u ; var(X) = 0?

v

Plu-o<X<u+o) = 0.68
Plu-1640<X<u+164c) = 0.90
Plu-1960<X<u+1960c) =095
Plu-3.090 <X <u+3.09)=0.998

Exemples : impacts des boulets de canon (Jouffret, 1872)

. @ \
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Vecteur gaussien

S 0
Loi N(0,1) A
Z=(Z,,Zy, ... Z)T~ NO, 1)

tous les Zi (i=1,...,n) suivent indépendamment des lois gaussiennes centrées
réduites N(O, 1)

Vecteur gaussien d-dimensionnel Z
Si toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi gaussienne
Si Z s’écrit comme une transformation affine d’'une N(O,I)
Z = m+AN ou N ~N0, I,)
avec m e R"et A € M, (R)
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RAPPELS THEORIE

- Vecteur gaussien

= Propriétés : Transformation affine
SiIAEM, (R),bER" et Z~ Ny(m,2), alors

AZ + b ~N{Am + b, A ZAY)

= Ultilisation pour simuler un vecteur gaussien

Z~N(0,1,) et 3 matrice symétrique définie positive
1

alors m+ZEZ~N(m,Z)
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RAPPELS THEORIE

- Vecteur gaussienZ = (Z,, Z,, .., Z,)7 ~ N(m, X)

= Vecteur de la moyenne

m=E(2) =ttt | =[E(Z).. E(Z,)]

[ o Cov(Z,,Z,) .. Cov(Z,,Z)))
Cov(Z,,Z,) o, .. Cov(Z,,Z)

= Matrice de covariance

\Cov(Z,,Z,) Cov(Z,,Z,) .. o,

Cov(z,,2,) = E|(z, - E[z, Wz, - [z, )]
e {01.2 =Cov(Z,,Z.)=Var[Z,]
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RAPPELS THEORIE

- Vecteur gaussien
« Loi bi-gaussienne Z = (Z,,Z,)™ N(m, X)

m=\u, Mz]
2 2 2
s = O, Cov(Z,,Z,)\ (07 O\ ( O ,012(71021
- 2 - 2 | 2
Cov(Z,,2,) 0, O, 0 P00, Oy ]] .
Simulation d'un echan’rlllon de 1000 points |
avec m = (2,1)" ; o, -2 TR
Ellipse de N
2 0 2 s 6
w1l
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RAPPELS THEORIE

- Vecteur gaussien
= Propriétés :
= Les composantes d’un vecteur gaussien sont gaussiennes
(Attention : la réciproque n’est pas vraie)

= La somme de 2 vecteurs indépendants est un vecteur gaussien
= Dépendance = corrélation

= Représentation de loi multi-gaussienne : Z admet une densité :

1 T

N5 (zom)

2

2_% (z—m)]

VzeR", f,(z) =

1
Jor) det®)
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RAPPELS THEORIE

- Vecteur gaussien
= ConditionnementZ = (Z,,Z,)"

= Z,|Z,=z, suit une loi gaussienne moyenne et variance

rE[Zz|Z1 = Z1] =nm, + (71,2(71_2(Z1 - m1)

2
LVar[Z2|Zl = Z1] =0, - 01,0, 0y,

P(AN B)
PB) sz|Zl=Zl (Zz) -

Rappel conditionnement : (A

B) =

fzz,z1 (2,,2,)
le (z,)
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RAPPELS THEORIE

- Vecteur gaussien
= Conditionnement : extension au cas général

Z'I = (Zl,..., ZP)T et Z.z = (Zp+1,..., Zn)T
Co m, (= >
(ZI,ZZ)~N( '1,(2;1 21,2)]
m, 1,2 22
avec m, vecteur px1, m, vecteur (n— p)xl1,
X, matrice px p, X,, matrice (n— p)x(n— p)

et X, ;matrice (p)x (n— p)

* Loi conditionnelle de Z',| Z',=2; :

'

Z, Zl' =2~ N(mz "'ZlT,221_11 &1~ ml )222 _ZlT,zzl_llzl,z
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Processus Gaussiens (PG)

Définition : processus aléatoire réel Z(x) dont toutes les lois finies-dimensionnelles
(Z(x1),...,Z(xn)) sont gaussiennes.

Propriétés : entierement caractérisé par sa moyenne et sa covariance

Z(x) ~ PG( m(x), C(x,x"))
ou m(x)=E[Z(X)]
et C(x,x’)=Cov( Z(x), Z(x’) ) = E[( Z(x)-m(x)) ( Z(x")-m(x"))]

Lien avec le vecteur gaussien :
N points de simulations du processus gaussien {X,..., X}
N observations associées : Z(x,), ..., Z(X,)
Z=[Z(x,), ..., Z(x,,)] est un vecteur gaussien

23/ Régression - Métamodéles \75 SAFRAN
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RAPPELS THEORIE

> Vecteur gaussien [ Z(x,), Z(x,), .., Z(x,) 17 ~ N(m, =)

= Vecteur de la moyenne
m = [m(xl),...,m(xn):r

= Matrice de covariance

([ o} C(x,,x,) ... C(x,x,))
C(x,x,) 022 e Clxy,x,)

N .

\C(xlﬂxn) C(xZDxn) o /

aveco. = Var[Z,] = Cov(Z(x,),Z(x,)) = C(x,,x,)
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN
Fonction théorique (code de calcul e.g.), a approcher par le
métamodeéle

0.8 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6
X
& SAFRAN

Snecma
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Formulation analytique du métamodeéle PG :
= Entrées du code : x dans un domaine de R¢
= Sortie du code : z(x) dans R

= Hypothése : la sortie déterministe z(x) est considérée comme la réalisation d’'un
champ aléatoire Z(x) :

Z(x) =m(x) +W(x)
avec .
= m la fonction moyenne

= W(x) un processus gaussien centré (E[W(x)] = 0 ) de variance o? et de fonction de
corrélation R :

Cov(W(x),W(x’)) = c(x,x’) = 0*R(x,x’)

. . 2 N /\
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

Exemples de réalisations du PG (trajectoires)
de moyenne m et de covariance C fixées

q-_
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- On conditionne ensuite le PG a passer par les n points observés (points de
simulations du code de calcul)

- Le PG conditionné reste un PG (formules analytiques pour moyenne et
covariance)
= => Meétamodele PG

- Prédicteur = moyenne des réalisations du PG conditionnel (Espérance)
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

Trajectoires du PG (de moyenne m et de covariance C fixées)
passant par les 5 points observés

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

Trajectoires du PG (de moyenne m et de covariance C fixées)
passant par les 5 points observés

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Formulation analytique du métamodeéle PG :

Base d’apprentissage (BA)
N points de simulations du code de calcul {x,,...,x,,}
X, =[x,T,...x,, 17

N réalisations/observations du code associées :

Z=Z(X,) =[Z(x), .., Z(x,)]"

Loi jointe de la BA: Z, ~N(M,, =, )
avec M, = m(X,) =[m(x,), .., m(x,)]" et =, la matrice de covariance
(ZS)i,j = C(xlli) = GZR(XVXJ)

Point de prédiction : nouveau point non échantillonné x*
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS
GAUSSIEN

- Formulation analytique du métamodeéle PG :
= Loi jointe {BA+x*} :

MS Zs k(x*)
[Z(X,), Z ()]~ N(( )( ))

m(x*) )\ k(x*) o2

- [ Loi conditionnelle : Z(x*)| Z(X,)

Z(x*)|Y(XS)=YS ~ N(M(X*),&z(x*))

. u(x*) = E[Z(x*)|Z(X) = Z5] = m(x*) + k(x*) =;(Z; - M)
GH(x*) =Var[Z(x*)Z(X) = Z;] = 02 — k(x*)" 25 k(x*)

. A \
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Formulation analytique du métamodeéle PG :
= Prédicteur du métamodele PG :

2(x%) = (%) <) K 25 (7 - M)

N

« Tendance déterministe » « Partie permettant l'interpolation »
Terme identique a celui des MC classiques  Prise en compte de la configuration des données

= Interpolateur exact des points de la base d’apprentissage :
Z(X,) =2,

= Meilleur prédicteur linéaire sans biais, i.e. de variance minimale linéaire au sens
combinaison linéaire des observations Zs

. 7an)
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DEFINITION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Propriétés du métamodele PG :
= Variance du prédicteur => Erreur du prédicteur

MSHZ(x*)] = 62(x*) = 02 = k(x*)" 2 k(x*)

= Erreur indépendante de la valeur des données, dépend uniquement de la covariance et du
schéma d’échantillonnage

=> Visualisation des régions ou l'estimation est imprécise et ou il conviendrait de placer des
nouveaux points de mesure

= Prédicteur et variance identiques a ceux du krigeage obtenus avec I'approche
geéostatistique (« Weight space view »)

. . 2 N /\
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Modeéle : xD C Rd

Z(x) = m(x) +W(x)
avec :
*m la fonction moyenne
=W(x) : PG centré de variance o? et de fx de corrélation R

Choix de la fonction « moyenne »
Constante m(x) = ¢

d
Polyndme de degré 1 m(Xx) = f3, + E P.x;
i=1

Polynbme d’ordre supérieur

d d
Modéle additif généralisé m(x) = f3, + E B.fi(x)+ E Biifii(x,x ) +...
=1

i,j=1
[# ]
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Modeéle : xD C Rd

Z(x) = m(x) +W(x)
avec

*m la fonction moyenne
=W(x) : PG centré de variance o? et de fx de corrélation R

Choix de la fonction de covariance/corrélation
Propriétés par définition:
Symétrique  ¢(x,x') =c(x', x)
définie-positive A c(ss,)>0 VA, réels

1

Var[z AZ(s)]> 0= )4
" c est une fonction de type positif
Hypothése : covariance stationnaire

c(x,x')=c(x—x")

Rque : différentiabilité de c directement liée a la régularité du processus
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CONSTRUCTION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Choix de la fonction de covariance/corrélation
= Modéles paramétriques 1D: 1 seule variable d’entree X = X,

c(x,x')=c(x-x")=c(h) avechER

= Covariance exponentielle

c(h) = Gexp(—g)
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CONSTRUCTION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Choix de la fonction de covariance/corrélation
= Modéles paramétriques 1D: 1 seule variable d’entree X = X,

c(x,x')=c(x-x")=c(h) avechER

= Covariance gaussienne

c(h) =oexp —(g)
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Choix de la fonction de covariance/corrélation
Modeles paramétriques 1D: 1 seule variable d’entrée X = X,

c(x,x')=c(x—x")=c(h) avechER

Covariance de Matern | 1\ h
c(h) =0 (5) Ka(g) avec a >0

2 INa)
K, est la fonction de Bessel

Cas particulier a=p+1/2, pEN => exponentiel (p=0), Matern3/2 (p=1), Matern5/2 (p=2)

\Bh) («Bh)
exp| ———

=l=c(h) =0|1+——
p c(h) ( p 0

A Shz)exp(_ @)

+ 2
0 30 0

p=2=>c(h) =G(1

Rque : p directement liée a la régularité du processus (différentiabilité de c)
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Choix de la fonction de covariance/corrélation
Geéneéralisation en dimension supérieure: d variables d’entrée [X,, X, ...X/]

Covariance isotrope : C(x,x’) = C(||x-x||) => c(h) = C(HhH)
Hypothése trop forte, non adaptée au cas des modeles numériques et a la nature trés
différente des entrées

=> Préférable de conserver une covariance anisotrope

d

Covariance tensorisée : c(h) = Hci(hi)

el ool 35

i=1 i=l1 i

Exponentielle

Gaussienne
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Choix de la fonction de covariance/corrélation
Covariance gaussienne 2D isotrope

Covariance exponentielle

—
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Choix de la fonction de covariance/corrélation

Covariance gaussienne 2D anisotrope
2

1

2

2

h h
c(h)=o%exp —(j) _(0_2) avec 6, = 6,

Simulation trajectoires PG de covariance gaussienne isotrope avec 8=0.1

50-!

D L
n} E’ D
7S g
10}

g T m  ®m &

* Simulation d'un champ 2D isotrope
(covariance gaussienne)

Simulation trajectoires PG de covariance gaussienne avec 8, =0.1 et 6=0.03
80

40
30
20

10t

0

Simulation d'un champ 2D anisotrope
(covariance gaussienne)
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CONSTRUCTION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Choix de la fonction de covariance/corrélation
= Effet de pépite

S(h)y=c(h)y+€1,_,

= Discontinuité de la covariance a l'origine

= Bruit blanc additionnel

= Géostatique : modélisation d’hétérogénéités locales
= Pour le métamodéle PG :

— Relaxation de la contrainte d’interpolateur exact des données
— Amélioration du conditionnement de la matrice de covariance (rajout d’'un terme sur la diagonale)

. A \
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CONSTRUCTION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Estimation des parameétres du métamodele PG
= Parameétres de la moyenne [3
Parametre de variance o2
Parameétres de la covariance 0 : appelés « hyperparamétres »

_— p— \

Log Vraisemblance sur la BA :

LnL(ZSaﬁaaag)= —%Ln(Zﬂ:Gﬂ _%Ln(detzs) _%OZ(ZS - Fy )TZ;I (ZS _FS)

Maximisation :

(/3*,0*,0* )= A(rgme)thnL(ZS,[g’,a,H)
p,0.,0
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Estimation des parameétres du métamodele PG
d
Si f, de forme lingai -
i £, de forme linéaire £(x) = B, +E[3ixi = F, =X,
i=1

avee Xy =[17 ] et B=[Bfiofh]

Solutions analytiques pour * et 6** en fonction de 6
B0 - (=%, ) s, (727 )
* 1 i * _ i *
o' (0) -~ - X, ©) =, - £,8°0)

Estimation des hyperparamétres 6%* (injection de o?* dans LnlL)

1
0" = Argmax@(0) avec @(0) = ‘ZS’H‘_Naz*(H)
0

Optimisation numérique pour l'estimation des 6*
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Etapes de construction du métamodeéle PG :
Choix de la fonction moyenne
Choix de la fonction de covariance

Estimation des parameétres :
paramétres de la moyenne et hyperparametres
par maximum de vraisemblance sur la base d’apprentissage
Construction métamodele PG conditionnel aux points de la BA :
Moyenne = prédicteur
Variance = MSE du prédicteur

Z(x*) = fo(x*)+ k(x*) 25 (Zs - F)
MSHZ(x*)] = 62 - k(x*)" Z 'k (x*)
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Validation du métamodeéle PG

Qualité d’ajustement parfaite des données de la base d’apprentissage (BA): car
interpolateur exact des points de la base d’apprentissage
Qualité de prédiction pour un nouveau point ?? => prédictivité ?
2 possibilités :
Utilisation d’'une base de test : points différents de la BA et non utilisés pour la construction
du métamodeéle
Approche par validation croisée sur la BA :
« leave one out » (LOO) (Hastie et al. 1990) : on enléve un point de la BA, on construit le
meétamodele avec les points restants, puis on compare la prédiction du métamodele pour

le point enlevé avec sa vraie valeur. Répétition pour les n points de la BA => n prédictions
et donc n résidus

Validation croisée par blocs

— Comparaison des valeurs observées et des valeurs
predites: calcul des réesidus
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Validation du métamodele PG
Estimation des prédictions sur une base de test ou par validation croisee
Validation graphique : Graphe des résidus, comparaison valeurs prédites/valeurs

observées

Résidu:s absolus par LOO

1 1.5 )
Z, observées

N

Comparaison valeurs prédites/
valeurs observées

N
n

Z; Prédits par LOO

[ gu]

h

1 1.5 2

) 2.5
Z. observées

vaeurs

Résidus absolus par LOO

+ F

I
b
= K

PG GI M
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- Validation du métamodele PG

= Validation quantitative :
= Calcul du coefficient de prédictivitité : Q2
= 1 - écart quadratique normalisé entre prédictions et valeurs réelles

i (Zz- _ Zi) (Z. : valeurs observées
0xZ,Z)=1--5 avec J

2(7—2,.7

: valeurs prédites par le métamodc¢le

moyenne des valeurs observées

Z:

= Interprétation du Q=
« Plus il est proche de 1, meilleur est I'ajustement du modéle aux observations ».
= Part de la variance de Y expliquée par le métamodele.

. . 2 N /\
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- lllustration sur des exemples analytiques
= Fonction théorique : f(x) = cos(41X) + sin(81TX)

= Base d’apprentissage : tirage aléatoire de 10 points
8 I I I I I

25| Fonction théorique

+ Points de labase d apprentissage

21

15¢

1t

N 05}
0

05}
AL

-1.5¢

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9 1
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- lllustration sur des exemples analytiques
= Fonction théorique : f(x) = cos(41X) + sin(81TX)
= Ajustement d’'un métamodeéle PG avec covariance Matern 5/2

3 1 1 1 1 1

o5 — Fonction théorique
-l % Points de labase d apprentissage | |
2t —— Metamodeéle PG

15}

1L

Calcul du Q? sur une base de
test de 100 points :

Q?%=0.85

. . 2 N /\
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lllustration sur des exemples analytiques
Fonction théorique : f(x) = cos(41X) + sin(81TX)

Utilisation du MSE du métamodele PG Construction d'intervalles de

: : . . ' Fonction théorique confiance pOUf‘ les prédiCTionS

+ Points de labase d apprentissage

Metamodéle PG

— MSE du Metamodéle PG

0.9}

08} 4

0.7} 4

0.6} 4

05}

MSE

04}

03} a

02} 4

0.1 4

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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lllustration sur des exemples analytiques
Fonction théorique : f(x) = cos(41X) + sin(81X)
Utilisation du MSE du métamodele PG

> P 3 calculs
moyer(ne V X /

Intervalle de confiance a 95% X
'y (a partir du MSE)

[
>

Conclusion : a partir d'un certain nb de
—————————— points, le métamodéle devient précis

Probleme : fléau de la dimension p (dans
I'optimisation des hyperparametres)

5 calculs

v
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- lllustration sur des exemples analytiques
= Fonction théorique : Y = sin(X)
= Base d’apprentissage : 7 points tirés aléatoirement
Impact du choix de la fonction de covariance

gauss exponential
o — o —
_ ,\A _
= =
= = i =
w w
o o
I I I | | I
2 4 5 8 10 2 4 6 8 10
X E
matern5_2 matern3_2
[ [ .
=
= =
w
o4 — o
T T T T T T T T T T
2 4 5] =] 10 2 4 5] 8 10
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

- lllustration sur des exemples analytiques
= Fonction théorique : Y = sin(41X)
= Base d’apprentissage : 5 points équirépartis
Impact des hyperparametres
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Avantages du métamodeéle PG
Interpolateur exact des points de la base d’apprentissage (relaxation possible si ajout
d’'un effet de pépite)
Possibilité de « jouer » sur la forme de la fonction moyenne
=> moyenne du processus devient une fonction de x
=> prise en compte d’avis d’expert
Possibilité d’estimer les paramétres par maximum de vraisemblance
=> extension + facile en grande dimension
Formulation analytique : exploitation de la loi du prédicteur
=> Simulation de la loi gaussienne conditionnelle
Rapidité d'évaluation du prédicteur

Analyse de Propagation Calibration
sensibilité d’incertitude
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Inconvénients du métamodele PG
Choix des fonctions moyenne et de covariance

Estimation des parametres de régression et de covariance
=> Estimation en grande dimension

Pas adapté quand beaucoup de données

Inversion de la matrice de covariance colteuse => optimisation de la vraisemblance
difficile

Prédicteur a tendance a lisser
=> pas adapté a I'estimation de valeurs extrémes, de seuil...
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

< Utilisation du métamodele PG dans une démarche «incertitudes»

‘ iuantification des sources d’incertitudes : |

58/ Régression - Métamodeéles
&y SAFRAN

This document and the information therein are the property of Snecma, They must not be copied or communicated to a third party without the prior written authorization of Snecma. Snecma



Utilisation du métamodeéele PG dans une démarche «incertitudes»
1. Détermination du domaine de variation des

Quantification des sources d'incertitudes :

d parametres + distributions de probabilité Var'iables d‘en-‘-r‘ée influenTeS (61-
| éventuellement de leur loi de proba)
'_________—_______’:r| Plan d’expériences : N simulations | . , , .
b I 2. Choix d'un type de métamodele
i/ Planification . , , , .
| @ e 3. Choix d'un type de plan d'expériences
' J numériques
W 4. Evaluation du code pour le plan d'expériences
Validation du métamodéle [ Modélisation statistique : métamodéle 5 Cons-l-r.uc-”on dU mé-l-amodéle (‘] par.-l-ir. des
Y AV expériences simulées
Analyse de sensibilité Propagation d’incertitudes . . , .
AW v 6. Validation du métamodele

Interprétation

7. Exploitation du métamodele

Les étapes 2 et 3 sont guidées par le probleme traité (analyse d'incertitudes, calcul de
sensibilité, outil de prédiction, évaluation d'événements rares, optimisation, ...)

Nota Bene : I'un des intéréts importants du métamodele est de donner la possibilité d'étudier
I'impact du choix de la distribution des entrées
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Choix du plan d’expériences pour la base d’apprentissage
Métamodele PG adapté :

au cas des modéles numériques : expériences « déterministes »

quand quelques dizaines d’entrée et quelques centaines de simulations possibles = points
d’expériences dispersés = « sparsity »

Plan d’expériences recommandés dans ces cas :
Space-filling design : couverture optimale du domaine de variation des parametres

incertains
E-E S I - S A Space Filling
B ° . T ’ Design
g o 7 o o o o ) .
S qo © ° S - .
N N o
o o o
[ [ [ [ [ [ [ [ [
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 02 04 06 08 Exemple . plans LHS
vi vi optimisés
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ANNEXE 1 : Planification adaptative avec

métamodele PG
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Planification adaptative avec le métamodele PG
Principe :
Plan d’expériences initial
Construction d’'un premier métamodele

Ajout de nouveaux points de maniére séquentielle en utilisant le métamodéle =
planification adaptative

Mise en ceuvre avec le métamodele PG:

Utilisation d’un critére basé sur le MSE du métamodéle PG
Objectif : choisir comme nouveau point celui qui améliore le plus la qualité du métamodele

Exemple : point ou le MSE du métamodeéle PG est maximal => point ou I'erreur de
prédiction est potentiellement la + grande

Autres criteres utilisant le MSE du PG : point qui minimise l'intégrale du MSE sur le
domaine, ajout par blocs de points, ...

Autres criteres liés a I'objectif de I'étude : recherche de minima,...
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Planification adaptative avec le métamodele PG
lllustration : Utilisation d’un critere basé sur le MSE
Nouveau point = celui ou le MSE du métamodéle PG est maximal

%, = Argmax MSHZ(x)] = Argmax(02 — k() S5 (x))

Etape 1 : Recherche de Xnew (maxumlsa’rlon du MSE => pbe d'optimisation)

3 T T T T T T 1 T T
Fonctlon theorlque | _— MSE du Metamodele PG |
25} + PointsdelaBA 1 0.9t “\
Nouveau point
2t new = 0 0972 Prédicteur du PG | 08} new = 0 0972
07t
0.6
B o5l
=
04l
03t
02t
0.1
2 I I I I I I I I I 0Ly I LY I " S 4 I W Y I b ¥
0 0.1 02 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 01 D02 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1
X
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

< Planification adaptative avec le métamodeéle PG
= |llustration : Utilisation d’un critere basé sur le MSE

Etape 2 : Simulation de x,,, => Zpey
Ajout de (x ) a la BA et mise a jour du métamodele PG

hew’ new
3 T T T T T T T T T UB T T T T T T T T T
Fonction théorique | — MSE du Metamodeéle PG|
25} + PointsdelaBA i osl
o Nouveau point
2L xnew = 0.0972 Prédicteur du PG || 07l new = 0.0972
0.6}
05}
w
aF - (7]
= 4]
03}
) 02}
-2 I I I I I I I I I 0 A
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 . 2 03 04 05 06 0. 08 09 1
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Planification adaptative avec le métamodele PG
lllustration : Utilisation d’un critere basé sur le MSE
Nouveau point = celui ou le MSE du métamodéle PG est maximal

%, = Argmax MSHZ(x)] = Argmax(02 — k() S5 (x))

Etape 1 : Recherche de Xnew (maxumlsa’rlon du MSE => pbe d OpTImISGTIOH)

Fonctlon theorlque | _— MSE du M};amodele PG |
5t + Points delaBA ¥ osl
Nouveau point
2l Prédicteur duPG || =
4l X, = 0.7845

X, = 0.7845

MSE

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 08 0.9 1
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UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

< Planification adaptative avec le métamodeéle PG
= |llustration : Utilisation d’un critere basé sur le MSE

Etape 2 : Simulation de x,,,, => z,.,
Ajout de (Xpey, Znew) @ la BA et mise a jour du métamodéle PG

T T T T e T T T T N T T T T
Fonction théorique | — MSE du Metamodéle PG |
5L + PointsdelaBA
o Nouveau point 0.6 [ \
2L Prédicteur du PG ||
X, = 0.7845
151 05}
| X, = 0.7845
1
04t
15k o
=
03}
ol
151 02}
AL
01}
15}
-2

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

66 / Régression - Métamodeéles
&~ SAFRAN

This document and the information therein are the property of Snecma, They must not be copied or communicated to a third party without the prior written authorization of Snecma. Snecma



UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

< Planification adaptative avec le métamodeéle PG
= [llustration : Utilisation d’un critére basé sur le MSE
Ajout de 10 points par planification adaptative

J T T T T T T T T T I UUJ T T T T T T T T T

05 Fonction théorique —— MSE du Metamodéle PG

' + Points initiaux de laBA 0.0%5

2L o planifi cation adaptativeg [

15 Prédicteur du PG

“ i 0.02}

1t N
05 8 oots]

=
oL
0.01

05

AL

0.005 {

151

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1 00 "01~ b2" 03 '04° 05 ‘06 07 08 09 ‘?
X
67 /| Régression - Métamodéles Q SAFRAN
—~

This document and the information therein are the property of Snecma, They must not be copied or communicated to a third party without the prior written authorization of Snecma. Snecma



UTILISATION DU METAMODELE PROCESSUS

GAUSSIEN

< Planification adaptative avec le métamodeéle PG
= |llustration : Utilisation d’un critere basé sur le MSE

Ajout de 10 points par planification adap

3 T |
Fonction théorique
251 + Points initiaux de la BA
2t < planification adaptative
s Préedicteur du PG

N

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] o1 02 03 04 05 06 07 08 089 1

tative

Evolution du Q?

0.99t

0.98¢

0.97¢

0.96¢

0.95¢

0.94¢

0.93 . . . .
0 2 4 6 8 10
lteration
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