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Cadre général
On considère un modèle complexe.

I Une mesure de la sensibilité d’une sortie S par rapport à une

entrée E est dS
dE

(
ou ∇E S, ou ∂S

∂E

)
I Cette mesure est locale : le gradient est

calculé autour de la valeur courante de E
I Les difficultés :

I au niveau continu : les entrées sont en général des fonctions
I au niveau discret : les systèmes sont de grande dimension
I la dépendance S(E ) peut être (bien) cachée

I La méthode adjointe peut résoudre efficacement ces difficultés
en fournissant un gradient exact pour un coût indépendant de
la dimension des entrées.

Objectif : présenter la méthode adjointe et quelques exemples
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Quelques rappels

Rappel : produits scalaires et normes

u : Ω ⊂ IRn −→ IR
x −→ u(x)

u ∈ L2(Ω)

I Produit scalaire L2 (ou euclidien) :
(u, v) =

∫
Ω

u(x) v(x) dx

I Norme associée :

‖u‖2 =

∫
Ω

u2(x) dx

u =

 u1
...

un

 ∈ IRn

I Produit scalaire euclidien :

(u, v) = uT v =
n∑

i=1
uivi

I Norme associée :

‖u‖2 = uT u =
n∑

i=1
u2

i
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Quelques rappels

Rappel : dérivées et gradients

f : E −→ IR (E de dimension finie ou infinie)

I Dérivée directionnelle (ou de Gâteaux) de f au point x ∈ E dans la
direction d ∈ E :

∂f
∂d (x) = f̂ [x ](d) = lim

α→0

f (x + αd)− f (x)

α

Exemple : les dérivées partielles
∂f
∂xi

sont les dérivées directionnelles dans les
directions de la base canonique.
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Quelques rappels

Rappel : dérivées et gradients

f : E −→ IR (E de dimension finie ou infinie)

I Gradient (ou dérivée de Fréchet) : E étant un espace de Hilbert , f
est Fréchet-différentiable au point x ∈ E ssi

∃p ∈ E tel que f (x + h) = f (x) + (p, h) + o(‖h‖) ∀h ∈ E

p est la dérivée ou gradient de f au point x , noté f ′(x) ou ∇f (x).

I h→ (p(x), h) est une fonction linéaire, appelée différentielle ou
fonction linéaire tangente ou Jacobienne de f au point x

Une relation (quasi) évidente mais très importante
∂f
∂d (x) = (∇f (x), d)
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Rappel : dérivées et gradients

f : E −→ IR (E de dimension finie ou infinie)
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est Fréchet-différentiable au point x ∈ E ssi

∃p ∈ E tel que f (x + h) = f (x) + (p, h) + o(‖h‖) ∀h ∈ E
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Quelques rappels

Dépendance cachée

Le calcul de ∇S(E ) peut être difficile si la dépendance de S par rapport à
E est indirecte.

Exemple :
I u(x , y , z , t) solution d’une EDP
I K (x , y , z) un coefficient de cette EDP

I S(K ) =
1
2

∫
x ,y ,z,t

u2

Ŝ[K ](k) = (∇S(K ), k) =

∫
x ,y ,z,t

û u

avec û =
∂u
∂k (K ) = lim

α→0

uK+αk − uK
α
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E. Blayo - Méthode adjointe pour l’A.S. Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013



Quelques rappels

Gradient et taux d’accroissement

En grande dimension, il est souvent difficile (voire impossible) d’obtenir le
gradient par calcul de taux d’accroissement.

Exemple :{ dx(t))

dt = M(x(t)) t ∈ [0,T ]

x(t = 0) = e
avec e =

 e1
...

ed


S(e) =

∫ T

0
F (x(t)) −→ demande un run du modèle

∇S(e) =


∂S
∂e1

(e)

...
∂S
∂ed

(e)

 '
 [S(e + α i1)− S(e)] /α

...
[S(e + α id )− S(e)] /α


−→ d + 1 runs du modèle
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Quelques rappels

Gradient et taux d’accroissement

En grande dimension, il est souvent difficile (voire impossible) d’obtenir le
gradient par calcul de taux d’accroissement.

Pour des applications comme la météorologie ou l’océanographie,
d = [e] = O(106 − 109) −→ cette méthode est inutilisable.

La méthode adjointe peut être une alternative efficace pour calculer ∇S.

Lions, J.-L. : Optimal control of systems governed by partial differential equations.
Springer-Verlag, 1971.
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Quelques rappels

Gradient et taux d’accroissement

En grande dimension, il est souvent difficile (voire impossible) d’obtenir le
gradient par calcul de taux d’accroissement.

Pour des applications comme la météorologie ou l’océanographie,
d = [e] = O(106 − 109) −→ cette méthode est inutilisable.

La méthode adjointe peut être une alternative efficace pour calculer ∇S.

Si la variable d’entrée est de petite dimension (< 10),
∇S peut facilement être calculé par taux d’accrois-
sement. Utiliser la méthode adjointe serait contre-
productif.

Lions, J.-L. : Optimal control of systems governed by partial differential equations.
Springer-Verlag, 1971.
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Quelques rappels

Rappel sur la notion d’adjoint

Opérateur adjoint
Soient X et Y deux espaces préhilbertiens (i.e. des espaces vectoriels
munis de produits scalaires).
Soit A : X −→ Y un opérateur. L’opérateur adjoint A∗ : Y −→ X est
défini par :

∀x ∈ X ,∀y ∈ Y, < Ax , y >Y=< x ,A∗y >X

Si X et Y sont des espaces de Hilbert et si A est linéaire, alors A∗ existe
(et est unique).

Opérateur adjoint en dimension finie
A : IRn −→ IRm un opérateur linéaire (i.e. une matrice). Alors son
opérateur adjoint A∗ (pour les normes euclidiennes) est AT .
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La méthode adjointe

Un exemple simple : cas continu

Le modèle

I

{
−b u”(x) + c u′(x) = f (x) x ∈]0, 1[
u(0) = u(1) = 0 où f ∈ L2(]0, 1[)

I Entrée : les coefficients b et c

I Sortie : S(b, c) =
1
2

∫ 1

0
u2(x) dx

∇S → dérivée de Gâteaux : Ŝ[b, c](δb, δc) =< ∇S(b, c), (δb, δc) >

Ŝ[b, c](δb, δc) =

∫ 1

0
û(x)u(x) dx où û = lim

α→0

ub+αδb,c+αδc − ub,c

α

Quelle est l’équation vérifiée par û ?
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Ŝ[b, c](δb, δc) =

∫ 1

0
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E. Blayo - Méthode adjointe pour l’A.S. Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013



La méthode adjointe

{
−b û”(x) + c û′(x) = δb u”(x)− δc u′(x) x ∈]0, 1[ modèle linéaire
û(0) = û(1) = 0 tangent

Retour à Ŝ : produit scalaire du MLT avec une variable p

−b
∫ 1

0
û”p + c

∫ 1

0
û′p = δb

∫ 1

0
u”p − δc

∫ 1

0
u′p

Intégration par parties :∫ 1

0
û(−b p”− c p′) = bû′(1)p(1)− bû′(0)p(0) +

∫ 1

0
(δb u”− δc u′)p

{
−b p”(x)− c p′(x) = u(x) x ∈]0, 1[ modèle
p(0) = p(1) = 0 adjoint

Alors ∇S(b, c) =

(∫ 1

0
pu”,−

∫ 1

0
pu′
)
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Retour à Ŝ : produit scalaire du MLT avec une variable p

−b
∫ 1

0
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La méthode adjointe

{
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La méthode adjointe
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−b û”(x) + c û′(x) = δb u”(x)− δc u′(x) x ∈]0, 1[ modèle linéaire
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La méthode adjointe

Remarque
Formellement, on vient de faire

(MLT (û), p) = (û,MLT ∗(p))

On a donc bien calculé l’adjoint du modèle linéaire tangent.

En pratique
I On résout le modèle direct{

−b u”(x) + c u′(x) = f (x) x ∈]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

I Puis on résout le modèle adjoint{
−b p”(x)− c p′(x) = u(x) x ∈]0, 1[
p(0) = p(1) = 0

I Et on en déduit le gradient : ∇S(b, c) =

(∫ 1

0
pu”,−

∫ 1

0
pu′
)
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La méthode adjointe

La version discrète : idem
Modèle :{
−b u′′(x) + c u′(x) = f (x) x ∈]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

−→

{
−b ui+1 − 2ui + ui−1

h2 + c ui+1 − ui−1
2h = fi i = 1 . . .N

u0 = uN+1 = 0

Sortie :

S(b, c) =
1
2

∫ 1

0
u2(x) dx −→ 1

2

N∑
i=1

u2
i

Dérivée de Gâteaux :

Ŝ[b, c](δb, δc) =

∫ 1

0
û(x) u(x) dx −→

N∑
i=1

ûi ui
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La méthode adjointe

Modèle linéaire tangent{
−b û′′(x) + c û′(x) = δb u”(x)− δc u′(x) x ∈]0, 1[
û(0) = û(1) = 0

{
−b

ûi+1 − 2ûi + ûi−1
h2 + c

ûi+1 − ûi−1
2h

= δb
ui+1 − 2ui + ui−1

h2 − δc
ui+1 − ui−1

2h
i = 1 . . .N

û0 = ûN+1 = 0

Modèle adjoint{
−b p′′(x)− c p′(x) = u(x) x ∈]0, 1[
p(0) = p(1) = 0

{
−b

pi+1 − 2pi + pi−1
h2 − c

pi+1 − pi−1
2h

= ui − uobs
i i = 1 . . .N

p0 = pN+1 = 0

Gradient
∇S(b, c) =

(∫ 1

0
pu′′,−

∫ 1

0
pu′
)
−→

( N∑
i=1

pi
ui+1 − 2ui + ui−1

h2 ,−
N∑

i=1
pi

ui+1 − ui−1
2h

)
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La méthode adjointe

Remarque : en écriture matricielle
Déterminer le modèle adjoint revient simplement à transposer la matrice
définissant le modèle linéaire tangent

(MÛ,P) = (Û,MT P)

Dans l’exemple précédent :

MÛ = F avec M =



2α −α + β 0 · · · 0

−α− β
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . −α + β
0 · · · 0 −α− β 2α


α = b/h2, β = c/2h

Mais M n’est en général pas construite explicitement dans les modèles
complexes.
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La méthode adjointe

Un exemple plus compliqué (mais toujours linéaire) :
sensibilité à un coefficient de diffusion (EDP 1-D)

Modèle :
∂u
∂t −

∂

∂x

(
K (x)

∂u
∂x

)
= f (x , t) x ∈]0, L[, t ∈]0,T [

u(0, t) = u(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
u(x , 0) = u0(x) x ∈ [0, L]

I Entrée : K (x)

I Sortie : S(K (x)) =
1
2

∫ T

0

∫ L

0
u2(x , t) dx dt
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La méthode adjointe

Dérivée de Gâteaux

Ŝ[K ](k) =

∫ T

0

∫ L

0
û(x , t) u(x , t) dx dt

Modèle linéaire tangent
∂û
∂t −

∂

∂x

(
K (x)

∂û
∂x

)
=

∂

∂x

(
k(x)

∂u
∂x

)
x ∈]0, L[, t ∈]0,T [

û(0, t) = û(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
û(x , 0) = 0 x ∈ [0, L]

Modèle adjoint
∂p
∂t +

∂

∂x

(
K (x)

∂p
∂x

)
= u x ∈]0, L[, t ∈]0,T [

p(0, t) = p(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
p(x ,T ) = 0 x ∈ [0, L] condition finale ! ! → intégration rétrograde
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Dérivée de Gâteaux de S

Ŝ[K ](k) =

∫ T

0

∫ L

0
û(x , t) u(x , t) dx dt

=

∫ T

0

∫ L

0
k(x)

∂u
∂x

∂p
∂x dx dt

Gradient de S

∇S =

∫ T

0

∂u
∂x (., t)

∂p
∂x (., t) dt fonction de x
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La méthode adjointe

Généralisation à une sortie plus complexe

Sortie

S(K ) =
1
2

∫ T

0

∫ L

0
Q(u(x , t)) dx dt

Dérivée de Gâteaux de S

Ŝ[K ](k) =

∫ T

0

∫ L

0

[
dQ
du (u)

]
(û)(x , t) dx dt

mis sous la forme
Ŝ[K ](k) =

∫ T

0

∫ L

0
û R(u)
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Modèle linéaire tangent −→ le même
∂û
∂t −

∂

∂x

(
K (x)

∂û
∂x

)
=

∂

∂x

(
k(x)

∂u
∂x

)
x ∈]0, L[, t ∈]0,T [

û(0, t) = û(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
û(x , 0) = 0 x ∈ [0, L]

Modèle adjoint −→ modification du second membre
∂p
∂t +

∂

∂x

(
K (x)

∂p
∂x

)
= R(u) x ∈]0, L[, t ∈]0,T [

p(0, t) = p(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
p(x ,T ) = 0 x ∈ [0, L]

Gradient de S −→ le même

∇S(K ) =

∫ T

0

∂u
∂x (., t)

∂p
∂x (., t) dt
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Un exemple non linéaire : équation de Burgers


∂u
∂t + u ∂u

∂x − ν
∂2u
∂x2 = f x ∈]0, L[, t ∈ [0,T ]

u(0, t) = ψ1(t) t ∈ [0,T ]
u(L, t) = ψ2(t) t ∈ [0,T ]
u(x , 0) = u0(x) x ∈ [0, L]

I Entrée : u0(x)

I Sortie : S(u0) =
1
2

∫ T

0

∫ L

0
u2(x , t) dx dt

E. Blayo - Méthode adjointe pour l’A.S. Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013
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Dérivée de Gâteaux

Ŝ[u0](h0) =

∫ T

0

∫ L

0
û(x , t) u(x , t) dx dt

Modèle linéaire tangent
∂û
∂t +

∂(uû)

∂x − ν ∂
2û
∂x2 = 0 x ∈]0, L[, t ∈ [0,T ]

û(0, t) = 0 t ∈ [0,T ]
û(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
û(x , 0) = h0(x) x ∈ [0, L]

Modèle adjoint
∂p
∂t + u ∂p

∂x + ν
∂2p
∂x2 = u x ∈]0, L[, t ∈ [0,T ]

p(0, t) = 0 t ∈ [0,T ]
p(L, t) = 0 t ∈ [0,T ]
p(x ,T ) = 0 x ∈ [0, L] condition finale ! ! → intégration rétrograde
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La méthode adjointe

Dérivée de Gâteaux de S

Ŝ[u0](h0) =

∫ T

0

∫ L

0
û(x , t)u(x , t) dx dt

= −
∫ L

0
h0(x)p(x , 0) dx

Gradient de S
∇S = −p(., 0) fonction de x
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Dérivation et validation d’un code adjoint
Ecriture d’un code adjoint

I obéit à des règles systématiques
I n’est pas la tâche la plus épanouissante qui soit
I il existe des logiciels de différentiation automatique :
−→ cf http://www.autodiff.org

Tests de validation
I du modèle linéaire tangent : comparer M(x + δx)−M(x) et

M[x ](δx) pour de petites valeurs de ‖δx‖
I du modèle adjoint : comparer (Mx , z) et (x ,M∗z)

I du gradient : comparer la dérivée directionnelle (∇S(x), d) avec le

taux d’accroissement S(x + αd)− S(x)

α
(où ∇S(x) est le gradient

obtenu par le code adjoint)
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Quelques exemples

Exemple 1 : modèle océanique NEMO (Vidard, 2013)

A quoi l’erreur de prévision à 1 semaine
sur la température de surface est-elle
due ?

S = ‖
(
T previ

z=0 − T obs
z=0
)

(t0 + 1 sem)‖

∇S|T (z=0,t0) ∇S|T (z=−100,t0)
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Exemple 1 : modèle océanique NEMO (Vidard, 2013)

S = ‖
(
T previ

z=0 − T obs
z=0
)

(t0 + 1 sem)‖

∇S|T (z=0,t0) ∇S|T (z=−100,t0)

Profondeur de la couche de
mélange à t = t0

E. Blayo - Méthode adjointe pour l’A.S. Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013



Quelques exemples

Exemple 2 : encore de l’océanographie (Ayoub, 2006)
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Exemple 3 : analyse de stabilité
On considère un système dynamique :

I x(t) le vecteur d’état
I Mt1→t2 le modèle entre les instants t1 et t2

Taux d’accroissement d’une perturbation z(t1)

ρ (z(t1)) =
‖Mt1→t2 (x(t1) + z(t1))−Mt1→t2 (x(t1)) ‖

‖z(t1)‖
où ‖.‖ est une norme donnée.

Perturbation optimale
z∗1(t1) telle que ρ (z∗1(t1)) = max

z(t1)
ρ (z(t1))

Famille de vecteurs de croissance maximum
ρ (z∗i (t1)) = max

z(t1)⊥Vect(z∗1 (t1),...,z∗i−1(t1))
ρ (z(t1)) , i ≥ 2
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Cas linéaire
Si M est linéaire, ou remplacé par son approximation linéaire tangente
M, le taux d’accroissement devient :

ρ2 (z(t1)) =
‖Mt1→t2 (z(t1)) ‖2

‖z(t1)‖2 =
< Mt1→t2 z(t1),Mt1→t2 z(t1) >

< z(t1), z(t1) >

=
< z(t1),M∗t1→t2

Mt1→t2 z(t1) >

< z(t1), z(t1) >

M∗t1→t2
Mt1→t2 étant symétrique définie positive, ses valeurs propres sont

réelles positives, et les vecteurs propres sont (ou peuvent être choisis)
orthogonaux.

Les vecteurs de croissance maximum sont les premiers vecteurs propres
de M∗t1→t2

Mt1→t2 , correspondant aux plus grandes valeurs propres. Ce
sont les vecteurs singuliers.

M∗t1→t2
Mt1→t2 f +

i = µi f +
i
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Implémentation numérique
Le calcul des f +

i est réalisé par un algorithme de décomposition en
éléments propres (par ex. Lanczos). On n’utilise que des multiplications
matrice-vecteur, i.e. des intégrations du modèle direct et du modèle
adjoint.

Applications
I Choix des perturbations pour les prévisions d’ensemble
I Etude du système dynamique
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Application au Kuroshio (Kamachi et al., 2007)

Large-meander 
path 

Non-large- 
meander path 

Trigger 
meander 

Tokara Strait 
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Application au Kuroshio (Kamachi et al., 2007)
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Cadre général

On considère un modèle complexe.
I Une mesure de la sensibilité d’une sortie S par rapport à une

entrée E est dS
dE

(
ou ∇E S, ou ∂S

∂E

)
I Cette mesure est locale : le gradient est

calculé autour de la valeur courante de E

I Les difficultés :
I au niveau continu : les entrées sont en général des fonctions
I au niveau discret : les systèmes sont de grande dimension
I la dépendance S(E ) peut être (bien) cachée

I La méthode adjointe peut résoudre efficacement ces difficultés
en fournissant un gradient exact pour un coût indépendant de
la dimension des entrées.
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