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Cadre général
On considére un modeéle complexe.

>

Une mesure de la sensibilité d’'une sortie S par rapport a une

3 ds oS
entrée E est JE <ou VES, ou 8E>

Cette mesure est locale : le gradient est
calculé autour de la valeur courante de E

Les difficultés :

> au niveau continu : les entrées sont en général des fonctions

> au niveau discret : les systemes sont de grande dimension

» la dépendance S(E) peut étre (bien) cachée
La méthode adjointe peut résoudre efficacement ces difficultés
en fournissant un gradient exact pour un colit indépendant de

la dimension des entrées.
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Cadre général
On considére un modeéle complexe.
» Une mesure de la sensibilité d’'une sortie S par rapport a une

ds oS

‘e £ as &)
entrée E est JE <ou VES, ou BE)

> Cette mesure est locale : le gradient est

calculé autour de la valeur courante de E

> Les difficultés :
> au niveau continu : les entrées sont en général des fonctions
> au niveau discret : les systémes sont de grande dimension
» la dépendance S(E) peut étre (bien) cachée
> La méthode adjointe peut résoudre efficacement ces difficultés
en fournissant un gradient exact pour un colit indépendant de
la dimension des entrées.

(A
Objectif :  présenter la méthode adjointe et quelques exemples
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Quelques rappels

Rappel : produits scalaires et normes

» Produit scalaire L? (ou euclidien) :

u: QCR" —R (u,v):/u(x)v(x)dx
X — u(x) Q
» Norme associée :

U€L2(Q) 2 _ 2(x) dx
Jul /Qu()d

» Produit scalaire euclidien :
n
-
uy (u,v)=u'v= E u;v;
. i=1
» Norme associée :

n
Jul? = uTu =" u?
i=1
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Quelques rappels

Rappel : dérivées et gradients

f:E—R (E de dimension finie ou infinie)

> Dérivée directionnelle (ou de Gateaux) de f au point x € E dans la
direction d € E :

of
od

f(x + ad) — f(x)

(x) = FIx(d) = lim

sont les dérivées directionnelles dans les

of
Exemple : les dérivées partielles
Ox;

directions de la base canonique.
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Quelques rappels

Rappel : dérivées et gradients

f:E—R (E de dimension finie ou infinie)

> Gradient (ou dérivée de Fréchet) : E étant un espace de Hilbert , f
est Fréchet-différentiable au point x € E ssi

dp € E tel que f(x+ h) = f(x)+ (p,h) + o(||h]]) VheE

p est la dérivée ou gradient de f au point x, noté f’'(x) ou Vf(x).

> h— (p(x), h) est une fonction linéaire, appelée différentielle ou
fonction linéaire tangente ou Jacobienne de f au point x
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Quelques rappels

Rappel : dérivées et gradients

f:E—R (E de dimension finie ou infinie)

> Gradient (ou dérivée de Fréchet) : E étant un espace de Hilbert , f
est Fréchet-différentiable au point x € E ssi

dp € E tel que f(x+ h) = f(x)+ (p,h) + o(||h]]) VheE

p est la dérivée ou gradient de f au point x, noté f’'(x) ou Vf(x).

> h— (p(x), h) est une fonction linéaire, appelée différentielle ou
fonction linéaire tangente ou Jacobienne de f au point x

Une relation (quasi) évidente mais trés importante

of
(%) = (VF(x), )
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Quelques rappels

Dépendance cachée

(O
Le calcul de VS(E) peut étre difficile si la dépendance de S par rapport a
E est indirecte.

Exemple :

> u(x,y,z,t) solution d'une EDP

» K(x,y,z) un coefficient de cette EDP
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Quelques rappels

Dépendance cachée

(O
Le calcul de VS(E) peut étre difficile si la dépendance de S par rapport a
E est indirecte.

Exemple :
> u(x,y,z,t) solution d'une EDP

» K(x,y,z) un coefficient de cette EDP

avec U = —

ou o UKpak — Uk
Hk(K) - clylglo a
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Quelques rappels

Gradient et taux d'accroissement

En grande dimension, il est souvent difficile (voire impossible) d'obtenir le
gradient par calcul de taux d'accroissement.

Exemple :
{ d"(g:)) M) tel0T] e _1
x(t=0)=e ey
-
S(e) :/0 F(x(t)) — demande un run du modeéle
P8
9e, ) [S(e +ais) - S(e)] /o
VS(e) = ~
%(e) [S(e+ aig) — S(e)] /a
— d + 1 runs du modeéle
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Quelques rappels

Gradient et taux d'accroissement

v
En grande dimension, il est souvent difficile (voire impossible) d’obtenir le
gradient par calcul de taux d'accroissement.

Pour des applications comme la météorologie ou I'océanographie,
d = [e] = O(10° — 10°) — cette méthode est inutilisable.

La méthode adjointe peut étre une alternative efficace pour calculer VS.

Lions, J.-L. : Optimal control of systems governed by partial differential equations.

Springer-Verlag, 1971.
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Quelques rappels

Gradient et taux d'accroissement

(O
En grande dimension, il est souvent difficile (voire impossible) d'obtenir le
gradient par calcul de taux d'accroissement.

Pour des applications comme la météorologie ou I'océanographie,
d = [e] = O(10° — 10°) — cette méthode est inutilisable.

La méthode adjointe peut étre une alternative efficace pour calculer VS.

Si la variable d'entrée est de petite dimension (< 10),
VS peut facilement étre calculé par taux d'accrois-
sement. Utiliser la méthode adjointe serait contre-
productif.

Lions, J.-L. : Optimal control of systems governed by partial differential equations.

Springer-Verlag, 1971.
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Quelques rappels

Rappel sur la notion d'adjoint

Opérateur adjoint

Soient X et ) deux espaces préhilbertiens (i.e. des espaces vectoriels
munis de produits scalaires).

Soit A: X — Y un opérateur. L'opérateur adjoint A* : ) — X est
défini par :

Vx € X,Vy € ), < Ax,y >y=<x,A"y >x»

Si X et )Y sont des espaces de Hilbert et si A est linéaire, alors A* existe
(et est unique).
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Quelques rappels

Rappel sur la notion d'adjoint

Opérateur adjoint

Soient X et ) deux espaces préhilbertiens (i.e. des espaces vectoriels
munis de produits scalaires).

Soit A: X — Y un opérateur. L'opérateur adjoint A* : ) — X est
défini par :

Vx € X,Vy € ), < Ax,y >y=<x,A"y >x»

Si X et )Y sont des espaces de Hilbert et si A est linéaire, alors A* existe
(et est unique).

Opérateur adjoint en dimension finie

A:R" — R" un opérateur linéaire (i.e. une matrice). Alors son
opérateur adjoint A* (pour les normes euclidiennes) est A”.

E. Blayo - Méthode adjointe pour | B THISIQUE W Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013




La méthode adjointe
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La méthode adjointe

Un exemple simple : cas continu

Le modeéle

» { —bu"(x)+ cu'(x) = f(x) x €]0,1]

u(0) = u(1) =0 ot f € L3(]0, 1)

» Entrée : les coefficients b et ¢

1
> Sortie : S(b,c) = %/ u?(x) dx
0

E. Blayo - Méthode adjointe pour I'A.S. ECOLE DEEHYSIQUE W Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013




La méthode adjointe

Un exemple simple : cas continu

Le modeéle

» { —bu"(x)+ cu'(x) = f(x) x €]0,1]

u(0) = u(1) =0 ot f € L3(]0, 1)

» Entrée : les coefficients b et ¢

1
> Sortie : S(b,c) = %/ u?(x) dx
0

VS — dérivée de Gateaux : S[b, c](db, 6¢c) = < VS(b, c), (6b,5c) >

1 _
8[b, c](6b, 6c) = / B(x)u(x)dx ol b= lim Lbradbctade T Ube
0 a—0 «

Quelle est I'équation vérifiée par 7?7

E. Blayo - Méthode adjointe pour I'A.S. ECOLE DEEHYSIQUE W Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013




La méthode adjointe

0 vvvvvvvvvvvvvvv—
—b " (x) + ct(x) = Sbu"(x) — dcu'(x) x €]0,1[ modele linéaire
2(0)=0(1)=0 tangent

ECOLE DE PHYSIQUE
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La méthode adjointe

0 vvvvvvvvvvvvvvv—
—b " (x) + ct(x) = Sbu"(x) — dcu'(x) x €]0,1[ modele linéaire
2(0)=0(1)=0 tangent

Retour 3 § : produit scalaire du MLT avec une variable p

1 1 1 1
—b/ ﬁ”p—l—c/ 'p= 5b/ u”p—éc/ u'p
0 0 0 0
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La méthode adjointe

O vvvvvvvvvvvvvvvvvvvv—
—b"(x)+ ci/(x) = Sbu"(x) —dcu(x) x €]0,1[ modele linéaire
2(0)=0(1)=0 tangent

Retour 3 S : produit scalaire du MLT avec une variable p
1 1 1 1
—b/ ﬁ"p—l-c/ i'p= 5b/ u”p—éc/ u'p
0 0 0 0
Intégration par parties :
1 1
/ B(—bp" — cp') = bir (1)p(1) — bir (0)p(0) +/ (bu" —dcu')p
0 0
(O

{ —bp"(x)—cp'(x) =u(x)  x€]0,1[ modele
p(0) =p(1)=0 adjoint
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La méthode adjointe

O vvvvvvvvvvvvvvvvvvvv—
—b"(x)+ ci/(x) = Sbu"(x) —dcu(x) x €]0,1[ modele linéaire
2(0)=0(1)=0 tangent

Retour 3 S : produit scalaire du MLT avec une variable p
1 1 1 1
—b/ ﬁ"p—l-c/ i'p= 5b/ u”p—éc/ u'p
0 0 0 0
Intégration par parties :
1 1
/ B(—bp" — cp') = bir (1)p(1) — bir (0)p(0) +/ (bu" —dcu')p
0 0
(O

{ —bp"(x)—cp'(x) =u(x)  x€]0,1[ modele
p(0) =p(1)=0 adjoint

1 1
Alors  VS(b,c) = </ pu”, —/ pu’)
0 0
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La méthode adjointe

Remarque

Formellement, on vient de faire
(MLT (@), p) = (&, MLT*(p))

On a donc bien calculé I'adjoint du modéle linéaire tangent.

ECOLE DE PHYSIQUE
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La méthode adjointe

Remarque

Formellement, on vient de faire
(MLT (@), p) = (&, MLT*(p))

On a donc bien calculé I'adjoint du modéle linéaire tangent.

» On résout le modele direct

{ —bu"(x) + cu/(x) = f(x) x €]0,1[
u(0)=u(l)=0

> Puis on résout le modele adjoint

{ —bp'(x)—cp'(x)=u(x) x€]0,1]
p(0) = p(1) =0

1 1
> Et on en déduit le gradient :  VS(b,c) = (/ pu",—/ pu’)
0 0
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La méthode adjointe

La version discréete : idem

Modele :
—bu"(x)+ cu'(x) = f(x) x €]0, 1]
u(0)=u(l)=0
o Uig1 — 20 + Ui Uppl — Uj—1 B
H{ b = e A L
up = un1 =0
Sortie :
1! 1L
S(b,c) = E/o u?(x) dx — 5 ; u?
Dérivée de Gateaux : N
1
3[b, c](6b, 6¢) — / dup)dx S
0 i=1
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La méthode adjointe

Modéle linéaire tangent

{ —bd"(x)+ cd'(x) = dbu"(x) —dcu/(x) x €]0,1]
a(0)=10(1)=0

i—1..
2 2h R 2h !

{ b Ojy1 — 20 + i1 Y bip1 — i1 _ splitt— 2ui+uj—1 e it — Ui
fo = Ong1 = 0

Modéle adjoint
{ —bp"(x) —cp'(x) =u(x)  x€]o,1]

p(0) = p(1) = 0

7bpi+172pi+Pi717cpi+1*Pi71:uiiuiobs i—1..N

h2 2h

po=pn+1 =0

Gradient
o, roy N Ujt1 — 2uj + uj—1 N Ujp1 — Uji—1
VS(b,c) = pu, — pu | — ZPI#7*ZPIT
0 0 i=1 i=1
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La méthode adjointe

Remarque : en écriture matricielle

Déterminer le modéle adjoint revient simplement a transposer la matrice
définissant le modele linéaire tangent

(MUO,P) = (0,M" P)

Dans I'exemple précédent :

2a —a+ 8 0 0
—a—8
MU=F avecM= 3 . .
0 . , , 0
. . . 7a+6
0 0 —a—f3 2a

a=b/h,B =c/2h

ECOLE DE PHYSIQUE
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La méthode adjointe

Remarque : en écriture matricielle

Déterminer le modéle adjoint revient simplement a transposer la matrice
définissant le modele linéaire tangent

(MU, P) = (0,MT P)

Dans I'exemple précédent :

2a —a+ 8 0 0
—a—8
MU=F avecM= 3 . .
0 . , , 0
. . . 7a+6
0 0 —a—f3 2a

a=b/h,B =c/2h

Mais M n’est en général pas construite explicitement dans les modéles
complexes.

ECOLE DE PHYSIQUE
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La méthode adjointe

Un exemple plus compliqué (mais toujours linéaire) :
sensibilité a un coefficient de diffusion (EDP 1-D)

Modéle :

Ox
,t)=0 te€]0,T]

du 3 (K(X)a“ = f(x,t) x €]0, L[, t €]0, T[
u(L,t
u(x,0) = up(x) x €[0,L]

> Entrée : K(x)

> Sortie : S(K / / (x,t)dx dt
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La méthode adjointe

T L
S[K](k) = / / B(x, £) u(x, ) dx dt
0 0
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La méthode adjointe

Dérivée de Gateaux

T L
S[K](K) = /0 /0 e, D)l ) e

Modele linéaire tangent

on 0 on 3] Ou
il K(X)a_x = k(X)a_x) x €]0, L[, t €]0, T[
=d(L,t)=0 te[0,T]
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La méthode adjointe

T L
S[K](k) = / / B(x, £) u(x, ) dx dt
0 0

Modele linéaire tangent
ou 0 ot 0 ou
8(0,t) =o(L,t)=0 tel0,T]
o(x,00=0 x€]0,L]

Modele adjoint

op 0 op
R ( )8 =u x €]0, L[, t €]0, T|
p(0,t)=p(L,t)=0 te[0,T]

p(x, T)=0 xe€[0,L] condition finale!! — intégration rétrograde

_|_

X
/N
BN
X

Rl
~——
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La méthode adjointe

Dérivée de Gateaux de S

SIK](k)

/ / i(x, t) u(x, t) dx dt
[ 022

Gradient de S
.
VS = /
0

E. Blayo - Méthode adjointe pour I'A.S.

)—p(., t) dt fonction de x
X
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La méthode adjointe

Généralisation a une sortie plus complexe

5(K):%/0 /O Q(u(x, £)) dx dt

S[K](K) = //[ (u)} )(x, t) dx dt

mis sous la forme

S[K](k) = /OT/OL o R(u)
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La méthode adjointe

Modele linéaire tangent — le méme

oo 9 (K(X)@ = gx k(x)%) x €]0, L[, t €]0, T[

ot X Ox
o(0,t) =a(L,t)=0 tel0,T]
0(x,00=0 xelo,L]

Modele adjoint — modification du second membre

% 4 a% <K(X)%> =R(u)  x€]o,L[,t€]o, T|
p(0,t) = p(L,t) =0 tel0,T]
p(x,T)=0 x¢€[0,L]

Gradient de S — le méme

" ou op
K) = .
VS(K) | o ) =— ( t) dt
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La méthode adjointe

Un exemple non linéaire : équation de Burgers

ou ou 9%u

U

5 x ~ Vo =f x €]0,L[,t €0, T]
u(0,t) = ¥ (t) te [0, T]
u(L,t) = 1o(t) telo,T]
u(x,0) = up(x) x € [0, L]

> Entrée : up(x)

> Sortie : S(up) / / (x,t)dxdt
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La méthode adjointe

Dérivée de Gateaux

T L
§[u0] (ko) = /0 /O B(x, £) u(x, £) dx d

Modele linéaire tangent

oo O(ulr) %0
— —I/WIO x €]0,L[,t € [0, T]

ot Ox

u(0,t) =0 tel0,T]
o(L,t)=0 tel0,T]
(x,0) = ho(x) x € [0, L]

Modele adjoint

op , dp p _

E+ua—X+V—2—U x €]0,L[,t € [0, T]

p(0,t) =0 te[0,T]

p(L,t)=0 te[0,T]

p(x, T)=0 x € [0, L] condition finale!'! — intégration rétrograde
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La méthode adjointe

Dérivée de Gateaux de S
T L
S[uo](ho) / / O(x, t)u(x, t) dx dt
0 LO
- —/ ho(x)p(x,0) dx
0
Gradient de S

VS =—p(.,0) fonction de x
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La méthode adjointe

Dérivation et validation d'un code adjoint

Ecriture d'un code adjoint
> obéit a des régles systématiques
> n'est pas la tache la plus épanouissante qui soit

> il existe des logiciels de différentiation automatique :
— cf http://wuw.autodiff.org

Tests de validation

> du modele linéaire tangent : comparer M(x + dx) — M(x) et
M[x](dx) pour de petites valeurs de ||0x||

> du modéle adjoint : comparer (Mx, z) et (x, M*z)

> du gradient : comparer la dérivée directionnelle (VS(x), d) avec le
S(x + ad) — S(x)

taux d'accroissement (o1 VS(x) est le gradient
o

obtenu par le code adjoint)
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Quelques exemples
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Quelques exemples

Exemple 1 : modele océanique NEMO (vidard, 2013)

A quoi I'erreur de prévision a 1 semaine
sur la température de surface est-elle
due?

S = (T — Tx) (to + 1sem)||

VS 7(2=—100,t)

PEERRRERERGE

VST (z=0,t0) |

HEIETEETE

ECOLE DE PHYSIQUE
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Quelques exemples

Exemple 1 : modele océanique NEMO (vidard, 2013)

S = (T — T%) (to + 1sem)||

V4

= VS 7(2=—100,10)

Profondeur de la couche de
mélange a t =ty

ECOLE DE PHYSIQUE
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Quelques exemples

Exemple 2 : encore de |'océanographie (Ayoub, 2006)

Model
* MIT, primitive equation model, 1°x1° resolution, 23 vertical levels
« simplified vertical mixing physics (K, = ¢)
* atmospheric forcing:

12h wind stress, 24h heat and fresh water fluxes from NCEP open-boundaries
* open boundary conditions: : =

use of U, V, T, S fields from a global 2°x2° simulation — |
« simulation and optimization over the year 1993 ’

) 3
Adjoint model /
* obtained using an automatic differentiation compiler:

the TAMC of Giering and Kaminsky (1998) Y 'I

Control variables

« initial conditions in T, S

= prescribed fields (U, V, T, S) at the open boundaries every month
« atm. forcing fields every 10 days: zonal + meridional wind stress, fresh and water fluxes

Constraining data set
« altimetric sea level height (TOPEX/POSEIDON)
» monthly SST (Reynolds) + monthly climatological T,S fields (Levitus)
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Quelques exemples

Sensitivity to the wind stress forcing

Monthly mean for May of the sensitivity to the zonal and meridional components

J3 = misfits between the model and Reynolds SST
J5 = misfits between the model and T/P SSH anomaly

1o 300
o - "~
s - **  The largest influence of wind stress is:
Jonal ol ™ - on the SST misfits
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Quelques exemples

vity to the open boundary fiel

Monthly mean for April of the sensitivity to the meridional velocity at 25°S
J1 = misfits between the model and climatological T field
J5 = misfits between the model and T/P SSH anomaly

Gradients at 25°S as a function of depth and
longitude (in (m/s)™)

- strong uncoupling between subsurface and deep

J5 layers

= role and structure of the weighting matrix B

- areas of inconsistencies between the signs of the
gradients, therefore between the constraints brought by
the two datasets

- large sensitivities close to the bottom: compensation
of model errors by the boundary control terms ?
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Quelques exemples

Exemple 3 : analyse de stabilité
On considére un systéme dynamique :

> x(t) le vecteur d'état

> M, _, le modele entre les instants t; et to

Taux d'accroissement d'une perturbation z(t;)

[Me, e, (x(t1) + 2(t1)) = Me s, (x(82)) ||
z(t)

p(z(t)) =
ol ||.|| est une norme donnée.

Perturbation optimale

zj(t) telle quet p(zi(2))= maxc p(2(t1))

Famille de vecteurs de croissance maximum

p(zi (1)) = max pla(t))  ix2
2(n) LVect(z; (1),....z7_, (1))

E. Blayo - Méthode adjointe pour I'A.S. g%chEEs EHYSIQUE W Ecole ASPEN, 7-12 avril 2013




Quelques exemples

Cas linéaire

Si M est linéaire, ou remplacé par son approximation linéaire tangente
M, le taux d’accroissement devient :

= ”Mtl‘}tZ (Z(tl)) HZ — < Mt1*>tzz(t1)7 Mt1~>tzz(tl) >
llz(t1)]I? < z(t1),z(t1) >

_ < Z(t1)7M:1—>t2Mt1—>t2z(tl) >
< Z(tl)vz(tl) >

p* (z(t2))

M} ,.,M; ¢, étant symétrique définie positive, ses valeurs propres sont
réelles positives, et les vecteurs propres sont (ou peuvent é&tre choisis)
orthogonaux.

(0
Les vecteurs de croissance maximum sont les premiers vecteurs propres
*
de M; ., M, ., correspondant aux plus grandes valeurs propres. Ce
sont les vecteurs singuliers.

* +_ o
Mt1—>t2Mtl—>t2f;' _lu’f;
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Quelques exemples

Implémentation numérique

Le calcul des f;* est réalisé par un algorithme de décomposition en
éléments propres (par ex. Lanczos). On n'utilise que des multiplications
matrice-vecteur, i.e. des intégrations du modele direct et du modele

adjoint.

Applications

» Choix des perturbations pour les prévisions d'ensemble

» Etude du systeme dynamique
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Quelques exemples

Application au Kuroshio (Kamachi et al., 2007)
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Quelques exemples

Application au Kuroshio (Kamachi et al., 2007)
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Quelques exemples

Cadre général

On considére un modeéle complexe.
» Une mesure de la sensibilité d’'une sortie S par rapport a une

ds 0S

entrée E est — ou VES, ou —
dE E= 0 oE
> Cette mesure est locale : le gradient est
calculé autour de la valeur courante de E

> Les difficultés :
> au niveau continu : les entrées sont en général des fonctions
> au niveau discret : les systemes sont de grande dimension
» la dépendance S(E) peut étre (bien) cachée

» La méthode adjointe peut résoudre efficacement ces difficultés
en fournissant un gradient exact pour un colit indépendant de
la dimension des entrées.
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