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Introduction

Objectif du tutorial :

présenter les bases de l’optimisation par simulation

expliciter quelques liens établis ou à creuser entre optimisation par
simulation et apprentissage par renforcement

Plan :

1 Introduction

2 Optimisation par simulation

3 Méthodes de gradient en optimisation par simulation

4 Apprentissage par renforcement

5 Illustrations
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Introduction

Conception par simulation de systèmes pilotés

Systèmes dynamiques complexes

Simulation du fonctionnement du système dans le temps
Conception par simulation :

I choix d’une famille de politiques de contrôle π ∈ Π
I optimisation de π par simulation du système, pour le critère

J = E[L(ξ)]

apprentissage par renforcement / optimisation par simulation
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Optimisation par simulation

(Fu et al., 2008)

hypothèses générales sur J et L , mais généralement modèles
stochastiques à évènements discrets

Choix d’une famille de politiques paramétrées π(θ), θ ∈ Θ

J(θ∗) = max
θ∈Θ

E[L(ξ)]

domaine Θ ⊆ Rp simple discret ou continu
Plusieurs approches itératives :

I méthodes d’optimisation ordinale
I méthodes de gradient stochastique
I méthodes de surfaces de réponse séquentielles
I méthodes d’optimisation globales
I méthodes meta-heuristiques
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Optimisation par simulation
optimisation ordinale

Domaines discrets de taille moyenne

Recherche rapide de solution de bonne qualité

Θ = {θ1, θ2, . . . , θp}.

J(θi) estimé par

J̄i =
1
Ni

Ni∑
j=1

Lθi (ξij)

Après N = N1 + · · ·Np simulations allouées à la résolution du
problème, sélection de θb avec

b = argmax
i

J̄i .
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Méthodes optimales d’allocation

Maximisation de la probabilité de sélection correcte du système
optimal θ∗ :

P(SC) = P(θb = θ∗)

Existence de règles simples de contrôle assurant une convergence
exponentiellement rapide en N de P(SC) vers 1

règle OCBA (optimal computing budget allocation), Chen et al. (2000)

Nb

Ni
= σb

√√√ p∑
j=1,j,b

1
σ2

j

ρ2
ij , i , b ,

avec

ρij =

(
σj/∆j

σi/∆i

)2

, ∆i = Jb − Ji
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Optimisation par simulation
gradient stochastique

Domaines continus
Approximation stochastique : version stochastique de la montée de
gradient en déterministe

θn+1 = θn + αn∇̂J(θn)

avec ∇̂J(θn) une estimation du gradient

∇J(θn) =


· · ·

∂
∂θi

E[L(ξ)]

· · ·


et

αn → 0.
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Optimisation par simulation
surfaces de réponse séquentielles

Response Surface methodology (RSM) pour domaines continus (Barton
and Meckesheimer, 2006)
Construction itérative autour de θn d’un modèle réduit de J :

1 construire un plan d’expérience
2 simuler le plan
3 construire un modèle réduit de J
4 déterminer l’optimum de l’approximation
5 faire un test de continuation-arrêt
6 itérer si continuation
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Optimisation par simulation
approches globales

domaines discrets de grande taille ou continus

stochastic branch and bound

nested partitions (Shi and Olafsson, 2000)

P2 (Crespo et al., 2009)
1 partionner la région la plus prometteuse
2 échantillonage alétoire des sous-régions
3 détermination de la nouvelle région la plus prometteuse
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Optimisation par simulation
métaheuristiques

adaptation au cas stochastique des méthodes à J déterministe
méthodes itératives locales θn+1 ∈ V(θn) ou populationnelles

I tabu search,
I recuit simulé,
I algorithmes génétiques, ...

peu de considérations statistiques ou probabilistes

très présents dans les packages commerciaux de simulation
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Méthodes de gradient en OS
Approximation stochastique

Approximation stochastique : recherche itérative du zéro d’une fonction
bruitée (Robbins and Monro, 1951)

θn+1 = θn + αnU(θn, ξ)

Convergence p.s. de θn vers une solution θ∗

E[U(θ∗, ξ)] = 0

sous des hypothèses de régularité de U et pour
∑
αn = ∞,

∑
αn

2 < ∞ :

n1/2(θn − θ
∗)

dist .
−→ N(0,Σ) quand n → ∞
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Méthodes de gradient en OS
Gradient stochastique

Application à l’optimisation

J(θ∗) = max
θ∈Θ

E[L(ξ)]

pour une montée de gradient stochastique

θn+1 = θn + αn∇̂J(θn)

avec

∇J(θ) =


· · ·

∂
∂θi E[L(ξ)]

· · ·


Problème : estimation du gradient
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Différences finies

Méthode naïve de différence finie:

∂

∂θi
E[L(ξ)] ≈

Ĵ(θ + δi) − Ĵ(θ)

δi

avec

Ĵ(θ) =
1
N

N∑
j=1

Lθ(ξj)

coût élevé de l’estimation : N(p + 1) simulations par itération

N élevé⇒ variance↘

δ élevé⇒ variance↘ mais biais↗

différences symétriques (θ + δi) et (θ − δi) : biais↘ mais 2Np
simulations.
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Différences finies
Kiefer-Wolfowitz

N = 1 : différence finie et approximation stochastique (FDSA), méthode
de Kiefer-Wolfowitz (1952)

∂

∂θi
E[L(ξ)](θn) ≈

Lθn+δne i (ξ) − Lθn−δne i (ξ′)

2δn

avec e i = (0, · · · , 1, 0, · · · ) vecteur de base de Rp

δn → 0∑
αn = ∞,

∑
αnδn

2 < ∞,
∑

(αn/δn)2 < ∞,

variance importante, qui↗ quand δn → 0.

n1/3(θn − θ
∗)

dist .
−→ N(µ,Σ) quand n → ∞
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Différences finies
Perturbations simultanées

Méthode des perturbations simultanées (SPSA), Spall (1992)

∂

∂θi
E[L(ξ)](θn) ≈

Lθn+δn∆(ξ) − Lθn−δn∆(ξ′)

2δn∆i

avec ∆ = (· · · ,+/ − 1, · · · ) aléatoire dans {−1, 1}p

même vitesse de convergence que FDSA

2 simulations par itération, efficace pour p grand.
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Différences finies
Common seed

Pour minimiser la variance de

Lθ+δ(ξ) − Lθ−δ(ξ′)
2δ

on utilise des tirages communs pour ξ et ξ′ :

Lθ+δ(ξ) − Lθ−δ(ξ)

2δ
En terme de simulation, initialisation du générateur aléatoire avec la même
graine commune en θ + δ et θ − δ.
Accéleration du taux de convergence de FDSA et SPSA de n−1/3 à n−1/2

(Kleinman, 1999)
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Différences finies
2nd ordre

Utilisation de la matrice Hessienne

H =

(
∂2

∂θi∂θj
E[L(ξ)]

)
ij

comme gain matriciel pour guider et accélerer la convergence des
algorithmes stochastiques adaptatifs (Benveniste et al., 1990)

θn+1 = θn + αnĤn
−1
∇̂J(θn)

gain matriciel optimal = H−1(θ∗) inconnu

Ĥn estimée adaptativement à partir de ∇̂J(θ),

utilisation possible de la méthode des perturbations simultanées : 3
simulations par itération (Spall, 2000).
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Différences finies
Moyennisation

Les méthodes de moyennisation (averaging) permettent d’approcher le
gain optimal asymptotique dans le cadre Robbins-Monro (Polyak and
Juditsky, 1992)
Utilisation possible pour les méthodes de gradient stochastique :

θn+1 = θn + αn∇̂J(θn)

θ̄n+1 = 1
n+1θn+1 + (1 − 1

n+1 )θ̄n

comportement asymptotique optimal non garanti

intérêt pour H(θ∗) élevée

autorise des gains αn plus élevés
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Méthodes de dérivation

Les méthodes de différences finies apparaissent comme des méthodes
brutales de dérivation, avec hypothèse boite noire pour L .
Pour certains types d’applications :

modèles de file d’attente

modèles de gestion de stock avec des politiques (s,S)

modèles d’options en finance

MDP

la structure de L est connue et autorise des méthodes plus fines
d’estimation de ∇̂J(θ) (Fu, 2008)
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Méthodes de dérivation
Analyse des perturbations infinitésimales (IPA)

l’IPA suppose que la distribution de ξ ne dépend pas de θ :

J(θ) = E[L(ξ)] =

∫
Ξ

Lθ(ξ)dP(ξ)

Sous certaines hypothèses (fortes) de régularité de L , on a alors

∂

∂θi
J(θ) =

∫
Ξ

∂

∂θi
Lθ(ξ)dP(ξ)

= E[
∂

∂θi
Lθ(ξ)]

Utile si ∂
∂θi Lθ(ξ) peut être simulé exactement
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Méthodes de dérivation
Analyse des perturbations infinitésimales (IPA)

exemples :

Lθ(ξ) = θ + Z(ξ) dL
dθ = 1

Lθ(ξ) = θZ(ξ) dL
dθ = 1

θLθ(ξ)
Lθ(ξ) = θ̄ + θZ(ξ) dL

dθ = 1
θ (Lθ(ξ) − θ̄)

dérivation de fonctions composées le long d’un chemin de simulation

en pratique l’échange ∇ et E[ ] n’est pas toujours valide directement
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Méthodes de dérivation
Rapport de vraisemblance / fonction score

Cas où c’est la loi de ξ qui dépend de θ (densité fθ) :

J(θ) = E[L(ξ)] =

∫
Ξ

L(ξ)fθ(ξ)dξ

Alors

∂

∂θi
J(θ) =

∫
Ξ

L(ξ)
∂

∂θi
fθ(ξ)dξ

=

∫
Ξ

L(ξ)

∂fθ
∂θi (ξ)

fθ(ξ)

 fθ(ξ)dξ = E[L(ξ)

∂fθ
∂θi (ξ)

fθ(ξ)
]

Estimateur L(ξ)
∇fθ(ξ)
fθ(ξ)

dit du rapport de vraisemblance ou fonction score
(LR/SF)
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Méthodes de dérivation
Rapport de vraisemblance / fonction score

En pratique, ξ = (ξ1, . . . , ξt ) le long d’une trajectoire, selon des
distributions fi,θ(ξi)
Alors

∇E[L(ξ)] = E

L(ξ)
t∑

i=1

∇ ln fi,θ(ξi)
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Apprentissage par renforcement
PDM

J et L reposent sur les processus décisionnels de Markov (PDM)
I < S,A ,P,R >
I L = r0 + γr1 + γ2r2 + · · ·+ γt rt + · · ·
I politique π : fonction de S → A

Fonction de valeur V
I V : S → R, associée à chaque politique π
I V(s) = E[r0 + γr1 + γ2r2 + · · ·+ γt rt + · · · | π, s0 = s]
I V∗ associée à la politique optimale π∗

Equation d’optimalité de Bellman en V∗

V∗(s) = max
a

∑
s′

p(s′ | s, a){r(s, a, s′) + γV∗(s′)}, ∀s

π∗(s) = argmax
a

∑
s′

p(s′ | s, a){r(s, a, s′) + γV∗(s′)}, ∀s
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Apprentissage par renforcement
Méthodes

Méthodes itératives sur paramètres continus :

Approximation de la fonction de valeur optimale

Optimisation directe de la politique π
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Apprentissage par renforcement
Approximation de la fonction de valeur

Paramétrisation des fonctions de valeur Vω(s) (ou Qω(s, a))

Mise à jour itérative en cours de simulation de ω

ωk+1 = ωk + αk ∆(< sk , ak , ck , sk+1 >,ωk )

Politique optimale approchée :

π̂∗(s) = argmin
a

Qω∗(s, a)

= argmin
a

∑
s′

p̂(s′ | s, a){r(s, a, s′) + γVω∗(s′)}

= argmin
a

1
N

N∑
i=1

{r(s, a, s′i ) + γVω∗(s′i )}
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Apprentissage par renforcement
Optimisation directe de la politique

Paramétrisation des politiques πθ(s)

Mise à jour itérative en cours de simulation de θ

θk+1 = θk + αk ∆(< sk , ak , ck , sk+1 >, θk )

Possibilité de coupler apprentissage de la fonction de valeur et
optimisation de la politique : architectures acteur-critique
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Approximation stochastique et apprentissage par
renforcement
Q-learning

Equation de Bellman :

V∗(s) = max
a

∑
s′

p(s′ | s, a){r(s, a, s′) + γV∗(s′)}, ∀s

De manière équivalente :

V∗(s) = max
a

Q∗(s, a), ∀s

Q∗(s, a) =
∑
s′

p(s′ | s, a){r(s, a, s′) + γmax
a′

Q∗(s′, a′)}, ∀s, a

Q∗(s, a) = E[r(s, a, s′) + γmax
a′

Q∗(s′, a′)], ∀s, a
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Approximation stochastique et apprentissage par
renforcement
Q-learning

On pose ξ = (s, a, r , s′), et H(Q , ξ)s,a = (r + γmaxa′ Q(s′, a′) − Q(s, a))
Alors

E[H(Q∗, ξ)] = 0

La méthode de Robbins-Monro donne directement

Qn+1 = Qn + αnH(Qn, ξn)

soit

Qn+1(sn, an) = Qn(sn, an) + αn(rn + γmax
a′

Qn(sn+1, a′) − Qn(sn, an))
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement
Optimisation de politiques paramétrées

(Williams, 1992 ; Baird and Moore, 1999 ; Sutton et al., 2000 ; Baxter and
Bartlett, 2001)
Politique πθ aléatoire

πθ(s) = a avec la proba q(a | s; θ) ∀s

Exemples :

q(a | s; θ) =
θs,a∑
b θs,b

, , θs,a ≥ 0

q(a | s; θ) =
exp θ.φ(s, a)∑
b exp θ.φ(s, b)

avec
φ(s, a) = (φ1(s, a), . . . , φp(s, a))
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement
Optimisation de politiques paramétrées

MDP à un coup (T = 1), état initial tiré selon µ(s)

J(θ∗) = max
θ

E[r(s, a, s′)]

Méthode de la fonction score

∇E[r(s, a, s′)] = ∇

 ∑
s,a,s′

µ(s)q(a |s; θ)p(s′|s, a)r(s, a, s′)


=

∑
s,a,s′

[
∇q(a |s; θ)

q(a |s; θ)
r(s, a, s′)

]
µ(s)q(a |s;~θ)p(s′|s, a)

= E
[
∇q(a |s; θ)

q(a |s; θ)
r(s, a, s′)

]
.
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement
Optimisation de politiques paramétrées

Avec q(a | s; θ) =
exp θ.φ(s,a)∑
b exp θ.φ(s,b)

:

1
q(a |s; θ)

∂q(a |s; θ)

∂θi
= φi(s, a) −

∑
b

φi(s, b)q(b |s; θ),

soit

∇q(a |s; θ)

q(a |s; θ)
= φ(s, a) −

∑
b

q(b |s; θ)φ(s, b)
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement
Optimisation de politiques paramétrées

Horizon T ≥ 1

J(θ∗) = max
θ

E[r(s0, a0, s1) + γr(s1, a1, s2) + · · ·+ γT−1r(sT−1, aT−1, sT )]

Une démarche similaire conduit à

∇J(θ) = ∇E[
T−1∑
t=0

γt rt ] = E

T−1∑
t=0

γt rt

t−1∑
t ′=0

∇q(at ′ |st ′ ; θ)

q(at ′ |st ′ ; θ)


Méthodes adaptatives en horizon infini (Baxter and Bartlett, 2001)
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement
Méthode acteur-critique

Horizon infini, équation de bellman

Vθ(s) =
∑

a

q(a |s; θ)
∑
s′

p(s′|s, a)(r(s, a, s′) + γVθ(s′))

On montre que

∇Vθ(s) = E

 ∞∑
t=0

γt ∇q(at |st ; θ)

q(at |st ; θ)
Qθ(s, a)|s0 = s


d’où

∇J(θ) =
∑

s

µ(s)∇Vθ(s)

=
∑

s

µ
γ
θ(s)

∑
a

∇q(a |s; θ)Qθ(s, a)
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Gradient stochastique et apprentissage par renforcement
Méthode acteur-critique

Utilisation d’une fonction de valeur approchée Qω(s, a) estimée au cours
de la simulation
Critère de compatibilité entre les paramétrages ω et θ

∇Qω(s, a) =
∇q(a |s; θ)

q(a |s; θ)

Exemple pour q(a | s; θ) =
exp θ.φ(s,a)∑
b exp θ.φ(s,b)

:

Qω(s, a) = ω.(φ(s, a) −
∑

b

q(b |s; θ)φ(s, b))

Qω linéaire en φi

Voir aussi le gradient naturel et Natural Actor-Critic (Peters and Schaal,
2008)
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Conclusions

Un réel transfert aujourd’hui du savoir-faire en optimisation par
approximation stochastique et dérivation vers la communauté de
l’apprentissage par renforcement

liens entre optimisation ordinale et exploration ou encore optimisation
en ligne

liens entre approximation de fonction de valeur et metamodélisation
en optimisation par simulation

tirages communs et apprentissage par renforcement ?

optimisation par simulation / apprentissage par renforcement et
parallélisme

des liens à faire avec les résultats sur les SMDP en optimisation par
simulation

apprentissage par renforcement et modèles à évènements discrets
(Rachelson et al., 2008) ?
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