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EEEE—————————————
Objectifs

Expériences numériques : a base de simulations

» Habituellement, x € R? w observation Y(x) (phénomene physique)

» ici, simulation numérique : Y(x) = f(x), observation = évaluation d'une
fonction f(-) inconnue

(pas de bruit de mesure)
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Objectifs

Expériences numériques : a base de simulations

» Habituellement, x € R? w observation Y(x) (phénomene physique)

» ici, simulation numérique : Y(x) = f(x), observation = évaluation d'une
fonction f(-) inconnue

(pas de bruit de mesure)

A partir de paires (x;, f(x;)), i=1,2,...,n
@ optimisation : trouver x* = arg maxxec 2 f(x)
@ inversion : reconstruire {x € £ : f(x) = T}

@ estimation d’une probabilité de défaillance : Prob{f(x) > C} quand x est
distribué suivant une densité de probabilité ¢(-)

@ analyse de sensibilité

e approximation/interpolation de f(-) par une fonction 7,(-), a construire
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Objectif = approximation /interpolation

f(x) une fonction inconnue, définie sur 2~ C RY
construire une “bonne” approximation 7,(-) de f(-) sur £~ a partir de paires
(xi, f(x;)), i=1,2,...,n (n n'est pas forcément fixé au départ)
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Objectif = approximation /interpolation

f(x) une fonction inconnue, définie sur 2~ C RY
construire une “bonne” approximation 7,(-) de f(-) sur 2" a partir de paires
(xi, f(x;)), i=1,2,...,n (n n'est pas forcément fixé au départ)

w» Puisque f(-) est inconnue, il faut observer partout !
w disperser au maximum les n points X, = (x1,...,x,) dans 2~
(I'uniformité peut &tre justifiée précisément (Biedermann and Dette, 2001))
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Objectif = approximation /interpolation

f(x) une fonction inconnue, définie sur 2~ C RY
construire une “bonne” approximation 7,(-) de f(-) sur 2" a partir de paires
(xi, f(x;)), i=1,2,...,n (n n'est pas forcément fixé au départ)

w» Puisque f(-) est inconnue, il faut observer partout !
w disperser au maximum les n points X, = (x1,...,x,) dans 2~
(I'uniformité peut &tre justifiée précisément (Biedermann and Dette, 2001))

> X, est le plan d'expérience (a n points) <

Que veut dire observer partout, disperser X, au maximum ?
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Apercu général : 3 familles de criteres J

1. Inter-distance : entre X, et 2" (miniMax, dispersion)

... assez compliqué
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Apercu général : 3 familles de criteres J

1. Inter-distance : entre X, et 2" (miniMax, dispersion)
2. Intra-distances : au sein de X,,, entre les points x;, i =1,...,n
(Maximin, énergie. . .)

... plus facile
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Apercu général : 3 familles de criteres

1. Inter-distance : entre X, et 2" (miniMax, dispersion)

2. Intra-distances : au sein de X, entre les points x;, i=1,...,n
(Maximin, énergie. . .)

3. Uniformité de la distribution des x;, i =1,...,n
(entropie, discrépance ™ générer des suites infinies de points)
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Inégalités, bornes

Petite

Inter-distance
(miniMax,

dispersion)

Grandes
Intra-distances
(Maximin, énergie)

Uniformité
(entropie,
discrépance)
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|
Plan

@ Criteres géométriques space-filling

@ 1.1 miniMax & Maximin : généralités
1.2 Hypercubes Latins
1.3 Critére miniMax (inter-distance)
1.4 Critere Maximin (intra-distances)
@ 1.5 Maximin régularisé, énergie

® 6 ¢

e Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance
@ 2.1 Entropie, graphes optimaux
@ 2.2 Discrépance : motivation
@ 2.3 Critéres de discrépance
@ 2.4 Suites a faible discrépance
@ 2.5 (t,m,d)-nets & suites-(t, d)

© Critere miniMax & dispersion
@ 3.1 Dispersion
@ 3.2 Suites a faible dispersion

@ Conclusions partie (1)
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ittt MaxiinlJgensralites
1 Critéres géométriques space-filling

1.1 miniMax & Maximin : généralités (Johnson et al., 1990)

® miniMax : minimiser ®,p(X,) = maxye 22 min; [|x — x|
Cme(Xn) = dHausdorfF(X'” 3{) = max{maxxegg d(X, X,,), mEaXX CI(X;7 %)}
—_———
=0 (Xpe 2

m [nter-distance entre X, et 2~

d=1<x=(2i—-1)/(2n),i=1,...,n
S Op = 1/(2n)

d > 1 < recouvrement par des sphéres (sphere-covering)
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

@ Maximin : maximiser ®ym(X,) = minjz; dij = mini; ||x; — x|
w Intra-distances pour X, (entre points x; de X,,)

d=1<x=(i-1)/(n=-1),i=1,...,n
= Py = 1/(n—1)

d > 1 & empilement de sphéres (sphere-packing)

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 8 / 106



Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

Exemples :

® miniMax d =2,n=7
(rayon=¢mm(Xn))
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

Exemples :

® miniMax d =2,n=7
(rayon=¢mm(Xn))

@ Maximin d =2,n=7

(r:)yon:¢Mm(Xn)/2)

Luc Pronzato (CNRS)
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

Pourquoi Maximin < empilement de sphéres ?
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

Pourquoi Maximin < empilement de sphéres ?
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

Quelques difficultés :

a) Optimum local ?

Maximin d =2, n =7, opt. global
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Quelques difficultés :

a) Optimum local ?

Maximin d =2, n =7, opt. global Maximin d =2,n =7, opt. local
i p i m
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

b) Intuition trompeuse ?
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

b) Intuition trompeuse ?

Uniformité :

DCent,L; (Xn) = 0.0280
Dwa,1,(X,) = 0.0388

Luc Pronzato (CNRS)
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Géométrie : P py,(X,) = 0.2020 Géométrie : dDMm(X,,) =0.2302

&M (X,) = 0.2357 mm(Xp) = 0.2217

¢ DCe,,t,Lz(xn) = 0.0536

Dwa,1,(X,) = 0.0633
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

c) Empilement de sphéres : pas de solution triviale,
voir http://www.packomania.com/

d=2,n=16

16 circles in a square

radius = 0.125000000000 density = 0.785398163397
ratio = 8000000000000  contacts = 40
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http://www.packomania.com/

Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

c) Empilement de sphéres : pas de solution triviale,
voir http://www.packomania.com/

d=2,n=25

25 circles in a square

radius = 0.100000000000  density = 0785398163397
ratio = 1000000000000  contacts = 60
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

c) Empilement de sphéres : pas de solution triviale,
voir http://www.packomania.com/

d=2,n=36

36 circles in a square

radius = 0083333333333 density = 0.785398163397
ratio = 1200000000000 contacts = 84
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http://www.packomania.com/

1 Critéres géométriques space-filling

c) Empilement de sphéres :

pas de solution triviale,

voir http://www.packomania.com/

d=2,n=49

49 circles in a square

o (3 o= e
O

- @@ 99
e <®
(< ®> <®

radius = 0.071692681704  density = 0.791216989527
Tatio - 13 948425086554 comacts - 120

Il est plus facile d’empiler des cubes ! (voir § 3.1)
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http://www.packomania.com/

Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

d) Fléau de la dimension : quand d — oo, tout le volume est sur les bords

2 =142 0,1

vol = (1-2 s)d

08 l-e 1

Pour ¢ fixé, volume partie centrale = (1 — 2¢)¢ — 0 quand d — oo
Ex : 64 boules dans un cube, en 4 couches réguliéres de 16 boules
— 60 sont sur les bords !
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Y@ TSN SIS Rl ]l 1.1 miniMax & Maximin : généralités

d) Fléau de la dimension : quand d — oo, tout le volume est sur les bords

2 =142 0,1

vol = (1-2 s)'j

08 l-e 1

Pour ¢ fixé, volume partie centrale = (1 — 2¢)¢ — 0 quand d — oo
Ex : 64 boules dans un cube, en 4 couches réguliéres de 16 boules
— 60 sont sur les bords !

On va réduire nos ambitions : I'optimum étant difficile a atteindre, essayer
seulement de trouver des plans “raisonnables”
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iL.2 [Aipeaiies L
1.2 Hypercubes Latins (Latin hypercubes)

Objectif : assurer de bonnes propriétés de projection sur chaque axe
chaque projection 1D est Maximin-optimale
{xi}e € {O,ﬁ,..., ﬁj,...,l} pourtout £ =1,...,d

w ensemble fini de (n!)?~! plans possibles

Maximin optimal Lh (d =2,n =7, rayon=¢pym(X,)/2)
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1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

1.2 Hypercubes Latins (Latin hypercubes) J

Objectif : assurer de bonnes propriétés de projection sur chaque axe
chaque projection 1D est Maximin-optimale
{xi}¢ € {O,ﬁ,...,f’:},...,l} pourtout £ =1,...,d
m ensemble fini de (n!)9~! plans possibles
Maximin optimal, pas Lh, (d =2,n =7, rayon=¢pm(X,)/2)
i
-]
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1.2 et L
1.2 Hypercubes Latins (Latin hypercubes)

Objectif : assurer de bonnes propriétés de projection sur chaque axe
chaque projection 1D est Maximin-optimale
{x;}ge{O,ﬁ,...,k:I ...,1} pourtout £=1,...,d
w ensemble fini de (n!)9~! plans possibles

Lh, pas Maximin optimal, (d =2,n =7, rayon=¢pm(X,)/2)
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1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

Un plan Lh a seulement de bonnes propriétés de projection 1D !
m || faut encore optimiser une autre caractéristique
de dispersion en dimension supérieure
(typiquement recuit simulé, mais autres heuristiques envisageables)
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1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

Un plan Lh a seulement de bonnes propriétés de projection 1D !
m || faut encore optimiser une autre caractéristique
de dispersion en dimension supérieure
(typiquement recuit simulé, mais autres heuristiques envisageables)

w Travailler dans la classe des plans Lh permet alors d'assurer de bonnes
propriétés de projection 1D

Important quand f(-) peut ne pas dépendre de certains facteurs {x},:
» pas de répétitions de points quand on supprime une composante
» la projection sur d’ < d composantes est encore un Lh
(mais pas forcément avec bonne distribution des points si d’ > 1)

Littérature abondante depuis (McKay et al., 1979), voir (Viana, 2013)
La contrainte Lh fait perdre un peu en optimalité

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015

16 / 106



1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

Optimisation dans la classe des plans Lh :
Soit X,, un plan Lh a n points:

choisir une coordonnée ¢ parmi les d
choisir une paire de points x; et x; de X,

échanger leurs coordonnées numéro /¢

w X+ qui est encore un plan Lh (avec dn(n — 1)/2 constructions possibles)

(on peut aussi échanger plusieurs paires de points a la fois)
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1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

Optimisation dans la classe des plans Lh :
Soit X,, un plan Lh a n points:

choisir une coordonnée ¢ parmi les d
choisir une paire de points x; et x; de X,

échanger leurs coordonnées numéro /¢

w X+ qui est encore un plan Lh (avec dn(n — 1)/2 constructions possibles)

(on peut aussi échanger plusieurs paires de points a la fois)

Recuit simulé (minimisation de ®(-)) — principe :

0) partant du plan Lh X%, faire k =0

1) générer le plan Lh X" & partir de XX

2) calculer A®, = d(X5T) — d(XK)

3) Accepter X&F, c'est-a-dire faire XK1 = XX+ avec la probabilité
Py = min {1,exp (—%) } garder XXt = XX avec la prob. 1 — P
k < k +1, retourner en 1
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1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

XK+ tel que Ad, < 0 est toujours accepté
XK+ tel que Ad, > 0 est plus facilement accepté pour T; que pour T < T;

m Prendre Ty suffisamment grand (pour
sortir des minimas locaux),
puis faire décroitre T

To

(par ex., Tk = m,

ou Ty = akTy avec a < 1)
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1 Critéres géométriques space-filling RN RIS

XK+ tel que Ad, < 0 est toujours accepté
XK+ tel que Ad, > 0 est plus facilement accepté pour Ty que pour Tr < Ty

1 " Prendre Ty suffisamment grand (pour
sortir des minimas locaux),
puis faire décroitre T

To

(par ex., Tk = m,

ou Ty = akTy avec a < 1)

I13eaucc0>5up de Ovarianotses, littérature abondante. . .

Toujours garder en mémoire le meilleur XX trouvé le long de la trajectoire de
I"algorithme !l

m Garantit la convergence vers I'optimum quand k — oo sous des conditions trés
générales
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

1.3 Critere miniMax ®,,(X,) = maxxe 2 min; ||x — x;|| J

® .0 est intéressant en terme d'approximation:
tout x de 2" a distance < ®,,,,s d'un point x;!
Au moins 3 possibilités pour évaluer &, (X,):
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

1.3 Critere miniMax ®,,(X,) = maxxe 2 min; ||x — x;|| J

® .0 est intéressant en terme d'approximation:
tout x de 2" a distance < ®,,,,s d'un point x;!
Au moins 3 possibilités pour évaluer &, (X,):

A) Remplacer 2 par un ensemble fini Zg a @ points
(une grille réguliere, Q éléments d'une suite a faible discrépance):
D (X )~ Maxyw e 27, Min; x5 — x|
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

1.3 Critere miniMax ®,,(X,) = maxxe 2 min; ||x — x;|| J

® .0 est intéressant en terme d'approximation:
tout x de 2" a distance < ®,,,,s d'un point x;!
Au moins 3 possibilités pour évaluer &, (X,):

A) Remplacer 2 par un ensemble fini Zg a @ points
(une grille réguliere, Q éléments d'une suite a faible discrépance):
D (X )~ Maxyw e 27, Min; x5 — x|

B) Triangulation (tessellation) de Delaunay (quand 2" = hypercube) (Pronzato
and Miller, 2012)
e X, (= n points dans 2" =19 = [0,1]?), prendre tous les points symétriques
par rapport aux 2d faces de dimension d — 1
w M = (2d + 1)n points

o Calculer la triangulation (tessellation) de Delaunay des M points

@ Les points candidats pour arg maxxe 2~ min; ||x — x;|| sont aux centres des
sphéres circonscrites
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
B) miniMax par triangulation de Delaunay

151

051
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
B) miniMax par triangulation de Delaunay

2 ! ! ! ! !
N *
15F b
* *
1r " " 4
* ] *
o5t * u A
% * a n w
o [ 1
N *
05} E
* *
a . . . . .
E1 -05 0 05 1 15 2
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
B) miniMax par triangulation de Delaunay

15F

0.5F

n = 6 points, 45 triangles, 15 cercles, le + grand est tracé
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
B) miniMax par triangulation de Delaunay

15F

0.5F

-1 -05 0 05 1 15 2

n = 6 points, 45 triangles, 15 cercles, le + grand est tracé

Le calcul de ®,,1(X,) demeure coliteux: jusqu'a M[9/2] simplexes (et autant de
sphéres circonscrites), avec M = (2d + 1)n

m temps de calcul = O(M log M + M4/21)
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

C) Diagramme de Voronoi (quand 2" = un polytope quelconque (polyedre
compact) C 19 = [0,1]9)
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

C) Diagramme de Voronoi (quand 2" = un polytope quelconque (polyedre
compact) C 19 = [0,1]9)
e X, (= n points in 2~ = [0,1]9)
U {centre+ ae;, i=1,...,d} (avec a > /d +1/2)
m M = n+ 2d points
o Calculer le diagramme de Voronoi

@ Intersecter toutes les cellules V; (polyédriques) avec 2" (également
polyédrique)

@ Les points candidats pour arg maxxe 2- min; ||x — x;|| sont des sommets de la
partition de 2~
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
C) miniMax par diagramme de Voronoi

25 T T T T T T T

05 1

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
C) miniMax par diagramme de Voronoi

25 T T T T T T T

0.5r%

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
C) miniMax par diagramme de Voronoi

25

15

-15
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

C) miniMax par diagramme de Voronoi

25

15F

0.5

051

25

n = 6 points, 6 cellules, 28 sommets x(¥) testés pour min; Hx(k) — x|
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

C) miniMax par diagramme de Voronoi

25 T T T T T T T

0.5 =~ %

051 4

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

n = 6 points, 6 cellules, 28 sommets x(¥) testés pour min; [|x(K) — x; ||

Le calcul de ®pp(X,;) demeure coliteux:

jusqu'a M(M —1)/2 faces et 2M[9/21 /[d/2]! sommets, avec M = n 4 2d
Luc Pronzato (CNRS)
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NG TR S I ISR ETER T/ Fall 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

Minimisation de ®,1(X,) = maxxec 2 min; ||x — x;|| ?

Difficulté: la fonction X, — min; ||x — x;|| est ni convexe, ni differentiable !

Si n et d pas trop grands et 2" assez simple, on sait calculer ®,,,/(X,,) (outils de
géométrie algorithmique: Delaunay & Voronoi)
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Minimisation de ®,1(X,) = maxxec 2 min; ||x — x;|| ?

Difficulté: la fonction X, — min; ||x — x;|| est ni convexe, ni differentiable !

Si n et d pas trop grands et 2" assez simple, on sait calculer ®,,,/(X,,) (outils de
géométrie algorithmique: Delaunay & Voronoi)

w Utiliser un outil d’optimisation globale (ex., recuit simulé)
m Descente locale avec initialisation ad’hoc
(par ex. aléatoire ™ multistart)
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

Minimisation de ®,1(X,) = maxxec 2 min; ||x — x;|| ?

Difficulté: la fonction X, — min; ||x — x;|| est ni convexe, ni differentiable !

Si n et d pas trop grands et 2" assez simple, on sait calculer ®,,,/(X,,) (outils de
géométrie algorithmique: Delaunay & Voronoi)

w Utiliser un outil d’optimisation globale (ex., recuit simulé)
m Descente locale avec initialisation ad’hoc
(par ex. aléatoire ™ multistart)

Probléme assez difficile, mais :
®m(+) est globalement Lipschitz (avec constante 1) (Cortés and Bullo, 2005,
2009)

— ®m(-) est differentiable presque partout
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

Algorithme de type gradient généralisé (voir (Clarke, 1975))

XA = XK — 4 00 g ., (XK)

avec
N0, Y =00
k
aq)mM'ix (Xn) X;i — Xx

acl:)m N Xn = V"= Oa”'aoa T 70a"'70a
i, (o) = = = x| :

———

ieme position

ol

@ Poiix, (Xn) = [[x« — xi|
@ x, et i sont tels que |[x. — x;|| = ®mu(XK)
(x4« trouvé par triangulation de Delaunay ou diagramme de Voronoi)

(XX reste loin des bords de 27)
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

Peut étre fait dans une seule cellule de Voronoi (celle d'indice i, telle que que
%« — xi|| = ®mm(XX)), ou dans toutes les cellules en paralléle

(Cortés and Bullo, 2005, 2009) : calcul exact de gradient généralisé (d = 2) sans
avoir v, \, 0 (évolution équa. diff. temps continu)
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
Ex: Minimisation locale de ®,1(X,;), n=7, 2 = simplexe 0 < x1, 0 < x,

x1+x <1
(rayon = &,,1(X,))

1

0.9

0.8 fpe /

07 ,

06~ “1 N\

0.5 N

0.4

03 _ _ _ _ _ _ =

0.2

0.1

0 . .
0 0.1 0.2
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

Quelques variations:

1) Remplacer x¥ par xf-‘+1 = centre sphére S circonscrite a la cellule V;, de
volume minimal

» Voir (Cortés and Bullo, 2005, 2009) pour une version a temps continu

» S se calcule: voir Welzl (1991); Botkin and Turova-Botkina (1994); Xu et al.
(2003)

» Converge vers un min. local de ® (X))
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1.9 G minf: (ridames)
2) Remplacer x¥ par x¥*! = centre cg(V;) de I'ellipsoide & de vol. min.
contenant V; (£ = ellipsoide de John (1985), se calcule)

w Ne converge probablement pas vers un min. local de ®,,p(X,)
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

2) Remplacer x¥ par x¥*! = centre cg(V;) de I'ellipsoide & de vol. min.

contenant V; (£ = ellipsoide de John (1985), se calcule)

w Ne converge probablement pas vers un min. local de ®,,p(X,)
3) Remplacer x¥ par xf = centre de gravité cg(V;) de V;

m méthode de Lloyd pour minimiser J(X,) = Y"1 [ o, [Ix — x;||?dx (Lloyd,
1982; Du et al., 1999)

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015

28 / 106



N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

2) Remplacer x¥ par x¥*! = centre cg(V;) de I'ellipsoide & de vol. min.

contenant V; (£ = ellipsoide de John (1985), se calcule)

w Ne converge probablement pas vers un min. local de ®,,p(X,)

3) Remplacer x¥ par xf = centre de gravité cg(V;) de V;

w méthode de Lloyd pour minimiser J(X,) = Y7, ey, |1X — x;||?dx (Lloyd,
1982; Du et al., 1999)

Calcul centre de gravité cg(V;): triangulation de Delaunay

V; trianguléen T4, T5.. .,
T; ad+1sommets s;
~mjcg(Tj)
cc(Vi) = 2 el a
.mj

=i avec
d+1
m; =vol(T;) et cg(T;) = ﬁ D k=1 Sik

2,
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N TR S ISR ETER 7/ el 1.3 Critére miniMax (inter-distance)

» Possibilité d’utiliser autre norme, autre mesure qu’uniforme
» Possibilité de discrétiser 2~ m algorithme d'agrégation (clustering), kmeans
par ex.

Ne converge pas vers un min. local de ®,,p(X,,), mais trés simple a utiliser
(peut servir a initialiser un autre algorithme)

d=2,n=5 2 =10,1]> = 24, @ = 1000 (suite de Sobol'), kmeans
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1.3 Critére miniMax (inter-distance)
» Possibilité d'utiliser autre norme, autre mesure qu'uniforme

» Possibilité de discrétiser 2" m algorithme d'agrégation (clustering), kmeans
par ex.

Ne converge pas vers un min. local de ®,1(X,), mais trés simple a utiliser
(peut servir a initialiser un autre algorithme)

d=2,n=5 2 =][0,1]? gradient généralisé: un peu mieux
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

1.4 Critére Maximin <I>Mm(X,,) = min,-# d,J = min;;,gj HX,’ — XjH

Facile a calculer (a partir des distances dj; entre paires de points)
®pm(X,) = : minimum de fonctions convexes = non-concave, non-differentiable !

w Utiliser un outil d'optimisation globale (ex., recuit simulé)
m Descente locale avec initialisation ad’hoc
(par ex. aléatoire ™ multistart)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

1.4 Critére Maximin d)Mm(X,,) = min,-# d,J = min;;,gj HX,’ — XjH

Facile a calculer (a partir des distances dj; entre paires de points)
®pm(X,) = : minimum de fonctions convexes = non-concave, non-differentiable !

w Utiliser un outil d’optimisation globale (ex., recuit simulé)
m Descente locale avec initialisation ad’hoc
(par ex. aléatoire ™ multistart)
Probleme assez difficile, mais :
D pym(+) est globalement Lipschitz (avec constante 1) (Cortés and Bullo, 2005,
2000)

— ®pm(+) est differentiable presque partout

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 30 / 106



N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Sous-différentiel 0P p,(X,) facile a calculer:

0%uan(Xs) = co{0Putm 5(Xe) : 1x; = 55| = min [ e}

avec Py i(Xn) = [Ixi — x| et

X,'*Xj

sous-gradient 9P, 5(X,) = (0,...,0, ,0,...,0,

[x; = x|

ieme position
Xj — Xj

-3 0,...,0)
[Ixi — x|
—_——

jéme position
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Algorithme de sous-gradient pour maximiser @, (-):

Xﬁ+1 = Proj [Xﬁ + Yk OP pim U(Xﬁ)]

pour i, j tels que [|x; — x;|| = Puym(XK)

On peut forcer les points a rester loin des bords de 2":

Puvim B2y (Xn) = min{®ym(X,),2min; d[x;, boundary(27)]}

Luc Pronzato (CNRS)
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1.4 Critére Maximin (intra-distances)
Ex: maximisation locale de ®y,, B(%)(X,,), n=7, Z = simplex 0 < xq, 0 < xo,
xp+x <1
1
(rayon = 5 P B2y (Xn))

1

0.9f 1
0.8} X 1

0.7f . 4

0.5 . 4

oz . / . ]

0 . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Quelques variations autour du sous-gradient:
1) (Cortés and Bullo, 2005, 2009) : évolution équa. diff. a temps continu (sans

Yk \( 0)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Quelques variations autour du sous-gradient:
1) (Cortés and Bullo, 2005, 2009) : évolution équa. diff. a temps continu (sans

Yk \( 0)

2) Méthode de plus grande pente: on utilise tout le sous-différentiel 0P pm(X,,)

OPutn(Xa) = c0{0Puim 5(X0) : [ = x5 = min [x¢ =] }

au lieu d'un seul sous-gradient 0P sy, 5(Xn)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Quelques variations autour du sous-gradient:
1) (Cortés and Bullo, 2005, 2009) : évolution équa. diff. a temps continu (sans

Yk \( 0)

2) Méthode de plus grande pente: on utilise tout le sous-différentiel 0P pm(X,,)

OPutn(Xa) = c0{0Puim 5(X0) : [ = x5 = min [x¢ =] }

au lieu d'un seul sous-gradient 0P sy, 5(Xn)
» direction dans laquelle ® () augmente (programmation quadratique, ou
linéaire)
» méthode des approximations successives (Dem'yanov, 1968; Dem'yanov and
Malozemov, 1974)

m convergence monotone vers un point stationnaire de ®py,(-) (max.
local), un peu lourd. ..
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Quelques alternatives:
1) Maillage des points X,, par triangulation de Delaunay, forces de répulsion
ad'hoc le long des arétes et sur les bords de 2" (Persson and Strang, 2004)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Quelques alternatives:
1) Maillage des points X,, par triangulation de Delaunay, forces de répulsion
ad'hoc le long des arétes et sur les bords de 2" (Persson and Strang, 2004)
2) Algorithme de billard (Lubachevsky and Stillinger, 1990; Lubachevsky, 1991)
Principe :

X, — n boules dans 2~

vitesses initiales aléatoires

chocs élastiques entre les boules et contre les parois

rayon R(t) des boules croissant linéairement au cours du temps ¢t

m blocage en un max. local de ®p(+)

Assez performant pour d = 2 (si R(t) ne crofit pas trop vite. .. )
Ne semble pas trés efficace pour d > 2
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

n =25 (R(t) croit trop vite)

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 36 / 106



N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

n =25 (R(t) ne croit pas trop vite)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

n =441
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3) miniMax pour Maximin
Principe : répéter les étapes suivantes

a) Choisir un point x; de X,
trouver le point x* de 2" tel que
miniz [[xX* — x| =

MaXge 27 Minj; [|X — X;|
(x* le plus loin des x; restants de X,,,
résultat du calcul de ®,u(X,\;))

Luc Pronzato (CNRS)

N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

3) miniMax pour Maximin
Principe : répéter les étapes suivantes

b) Remplacer x; par x*

— ce qui explique que
"DmM(X’Mm) < ¢Mm(xﬁﬂm)‘
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

4) Maximin pour miniMax

Principe :

Les points d'un plan Maximin-optimal X} ont tendance a étre sur les bords de .2~
m Appliquer une homothétie de centre c € int(2") de rapport 1/(1 + ¢) aux point

de X; (27 =1[0,1]9, ¢ =31 m X,(e) = c + 1+ (X} —c))

d =2, n=17, X} Maximin-optimal
o i
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

4) Maximin pour miniMax

Principe :

Les points d'un plan Maximin-optimal X} ont tendance a étre sur les bords de .2~
w Appliquer une homothétie de centre ¢ € int(.2") de rapport 1/(1 + €) aux point

de X; (2 =[0,1]9, c =11 m X,(¢) = c + 11 (X} — )

Oom(Xn(e), 0<e<1m ¢ =02

0.46 T T T T T T T T T
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

4) Maximin pour miniMax

Principe :

Les points d'un plan Maximin-optimal X} ont tendance a étre sur les bords de .2
w Appliquer une homothétie de centre ¢ € int(.:2") de rapport 1/(1 + €) aux point

de X: (,% = [O’ ]_]d, c = %1 ' Xn(E) —c+ %_5_; (Xz - C))

Xn(e*) m & (X,(e*)) = 0.3181 (vrai miniMax optimum = 0.2743)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Relations entre ®y, et @0 (d > 2)

Inégalités, bornes

Petite
Inter-distance
(miniMax,

dispersion)

Grandes
Intra-distances
(Maximin, énergie)

Uniformité
(entropie,
discrépance)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Relations entre ®y, et @0 (d > 2)

(2 =10,1]9, V4 = vol[#(0,1)] = 79/2/T(d/2 + 1))
> & & ming ®um(X), Pk, 2 maxx Pym(X) < J
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1.4 Critére Maximin (intra-distances)
Relations entre ®y, et @0 (d > 2)

(2 =10,1]¢, Vy = vol[#(0,1)] = 79/?/T(d/2 + 1))
> (1)an N miny d)mM(X), q)X/Im £ maxx q)Mm(X) < J

° %CDM,,,(X) < @ m(X) pour tout X (les n boules Z(X;, %CDM,,,(X)) ne
recouvrent pas 2)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

@ Recouvrement par des sphéres = nVy (¢%,,)9 > 1

R* < &% avec R* = R*(n) = (nVy)~1/4
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

@ Recouvrement par des sphéres = nVy (¢%,,)9 > 1

® Oy < | Lot (Xiim) < Puam(Xim) | = Pt
(preuve par contradiction)

R* <@L < Py avec R* = R*(n) = (nVy)~1/4
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

@ Recouvrement par des sphéres = nVy (¢%,,)9 > 1

® Oy < | Lot (Xiim) < Puam(Xim) | = Pt

(preuve par contradiction)

e Empilement de n spheéres de rayon R dans [0, 1]¢

= nVyRI <1, ie,

et pour n > [29/V,] (R* < 3)

* 2R*
R*<¢ml\/1§¢>l\k/lm<w

avec R* = R*(n) = (nVy)~1/4
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

@ Recouvrement par des sphéres = nVy (¢%,,)9 > 1

® Oy < | Lot (Xiim) < Puam(Xim) | = Pt
(preuve par contradiction)

e Empilement de n spheéres de rayon R dans [0, 1]¢

= nVyRI <1, ie,

et pour n > [29/V,] (R* < 3)

R < &%, < iy < 28| avec R* = R*(n) = (nVy)~1/4

(et aussi ®3, < \/d)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Remarques :

@ De meilleures bornes existent pour d = 2,3: empilement de n sphéres de

rayon R dans [0,1]¢ = nV, RY < §4 = packing density, avec
e 0, = m/3/6 ~ 0.9069

[Lagrange, 1773 — pour structure en réseau, Téth 1940 — résultat
général]
e 53 = m/2/6 ~ 0.7405

[Kepler 1611 — conjecture, Gauss 1831 — pour structure en réseau,
Callister Hales 1998 — résultat général]
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Remarques :

@ De meilleures bornes existent pour d = 2,3: empilement de n sphéres de

rayon R dans [0,1]¢ = nV, RY < §4 = packing density, avec
e 0, = m/3/6 ~ 0.9069

[Lagrange, 1773 — pour structure en réseau, Téth 1940 — résultat
général]
e 53 = m/2/6 ~ 0.7405

[Kepler 1611 — conjecture, Gauss 1831 — pour structure en réseau,
Callister Hales 1998 — résultat général]

o |l existe des résultats récents (Wahl et al., 2014) sur la distribution de
P pm(Xn) quand les x; sont i.i.d. uniformément dans [0, 1]¢
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Remarques :

@ De meilleures bornes existent pour d = 2,3: empilement de n sphéres de

rayon R dans [0,1]¢ = nV, RY < §4 = packing density, avec
e 0, = m/3/6 ~ 0.9069

[Lagrange, 1773 — pour structure en réseau, Téth 1940 — résultat
général]
e 53 = m/2/6 ~ 0.7405

[Kepler 1611 — conjecture, Gauss 1831 — pour structure en réseau,
Callister Hales 1998 — résultat général]

o |l existe des résultats récents (Wahl et al., 2014) sur la distribution de
P pm(Xn) quand les x; sont i.i.d. uniformément dans [0, 1]¢

* * * R*(n * * —
o R*(n) < ®py < Py, < 23500 > 2R (n) (R*(n) = (V) ™19)
et le facteur 2 est trés grand (1) : R*(n') = $R*(n) pour n’ = 27n

si ®,m(X,) = , alors en “copiant” 29 fois X,,, ®mn(Xpd,) = <
2
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,, et ®7 ;0 d =2

m

d =2 utilisant | R* < &%, < &F, < min{:2E . V/d}

1

10

10

10 |
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,, et ®7 ;0 d =2

d =2 avec de plus | ¢, < PV v (packing density)

10
10° b
107
107 o " 2
10 10 10°
n
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,, et ®7 ;0 d =2

/142 (n—
d = 2 avec de plus | ¥y, < LEVit2(n-1) /3 (Oler, 1961)

I n—1

10

10

10 F
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,, et ®7 ;0 d =2

m

d =2, en incluant @},  (prouvé jusqu'a n = 30 http://www.packomania.com/)

10'

10 ¢
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,, et ®7 ;0 d =2

d =2, en incluant ®}3,, ;. (prouvé jusqu'a n =70 van Dam et al. (2007),
http://www.spacefillingdesigns.nl/)

10

10 -
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L4 Critére Maximin (intra-distances)
* * - _
Bornes sur ®3,,, et ®7 ;0 d =2

d =2, enincluant & ,, ,, (prouvé jusqu'a n = 27 (van Dam, 2008))

10'

10 -
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,. et ®7 ,,: d =3

d =3 utilisant | R* < &%\, < &, < min{ 28 /d}

2

10

10 |

107
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,. et ®7 ,,: d =3

1

VAT (packing density)

d = 3 avec de plus | ®},, <
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,. et ®7 ,,: d =3

d = 3, incluant ®}, (http://www.randomwalk.de/sphere/incube/)

10°

10 10
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http://www.randomwalk.de/sphere/incube/

N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,. et ®7 ,,: d =3

d = 3, incluant &3, ;. (prouvé jusqu'a n =15
http://www.spacefillingdesigns.nl/)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

*

*
Bornes sur 3, et &7

Md:5

d = 5 utilisant

R* < ®yy < By, < min

2R*
1-2R*>

Vd}

10

Luc Pronzato (CNRS)
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N IO S IR EISS /] -l 1.4 Critére Maximin (intra-distances)

Bornes sur ®3,,, et &7

Md:5

m

d =5, incluant &3}, . (prouvé jusqu'a n =6
http://www.spacefillingdesigns.nl/)
10° ~ 4
10" 11‘)2 10
n
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

1.5 Maximin régularisé, énergie J

Soit d,J £ ||X,' — Xj” L g CDMm(X,,) = min,-# d,J

-1/q -1/q

B (Xa) = D20 et Biq(Xa) £ D py dy

i<j i<j

avec pj >0et >, ;=1
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

1.5 Maximin régularisé, énergie J

Soit d,J £ ||X,' — Xj|| L g CDMm(Xn) = min,-# d,J

-1/q -1/q

B (Xa) = D20 et Biq(Xa) £ D py dy

i<j i<j

avec pj >0et >, ;=1

Alors | @11(X,) < Pym(X,) < Drg1(X,) < H_l/" Pr(Xs) |, g >0, avec

= min;; u;; (convergence monotone en g de chaque coté vers ®y,(X) quand
q — 0)
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

1.5 Maximin régularisé, énergie J

Soit d,J £ ||X,' — Xj|| L g CDMm(Xn) = min,-# d,J

-1/q -1/q
> d; 1 et Ppg(X,) = [Zuu ]

i<j i<j

A
1(Xn) =

avec pj >0et >, ;=1

Alors | @11(X,) < Pym(X,) < Drg1(X,) < H_l/" Pr(Xs) |, g >0, avec

= min;; u;; (convergence monotone en g de chaque coté vers ®y,(X) quand
q — 0)

Par continuité : ®g(X,) = exp > icj My log(dy)
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

v = mesure uniforme (p; = p = (g)_l pour tout | < j) =

Ouim(Xnjgp) <n) 14

— > ,
Mm 2

avec lnfq] optimal pour &,

(Efficacité Maximin > 1 — ¢ pour q > mo%g("))
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

n

. -1 o
{1t = mesure uniforme (u; = p = (3)  pour tout i < j) =

q)Mm(Knikq]) > n _1/q
S N2

avec lnrq] optimal pour ¢,
(Efficacité Maximin > 1 — € pour g > 2'°fg("))
g = 2 : critére d’énergie de Audze and Eglais (1977)

pour g < 5 optimisation (plans Lh) plus facile que pour ®p,, (Morris and
Mitchell, 1995)

1 Utiliser le 4 petit g pour que les plans optimaux coincident ?
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

v = mesure uniforme (p; = p = (g)_l pour tout | < j) =

d)Mm(Knikq]) > n _1/q
S N2

avec lni‘q] optimal pour &,
(Efficacité Maximin > 1 — € pour g > mo%g("))

g = 2 : critére d’énergie de Audze and Eglais (1977)

pour g < 5 optimisation (plans Lh) plus facile que pour ®p,, (Morris and
Mitchell, 1995)

1 Utiliser le 4 petit g pour que les plans optimaux coincident ?

Version régularisée ®(;(X,) : non-concave mais différentiable
m maximisation locale “facile” pour g pas trop grand ...
mais g doit étre assez grand pour avoir une bonne approximation de ®y,(X,) !
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

X, Maximin-optimal, n =7, d = 2: ®y,, et bornes &, et g

14

12r q

0.6

0.2 ’ i
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

6) Maximin régularisé avec Plus Proches Voisins (PPV)

On peut écrire ®p1,(X,) = min;d;, avec di £ minjz; [[x; — x;||
= distance au PPV de X; (nearest neighbor)
(on ne régularise que le min;)

On définit
-1 -1
n /a B " (d)- /a
_ *\—q _ i
Q[PPv,q](Xn) = E (di ) ) <|>[PPV,q](Xn) = E n
i=1 i=1
y
Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 49 / 106



JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

6) Maximin régularisé avec Plus Proches Voisins (PPV)

On peut écrire ®p1,(X,) = min;d;, avec di £ minjz; [[x; — x;||
= distance au PPV de X; (nearest neighbor)
(on ne régularise que le min;)
On définit
n _1/(7 n —q _l/q

Pippy,q(Xn) = Z(d;k)fq , Prppy q(Xn)
i=1 i=1

I
—~
Q

s |2

Alors | ®(ppy g(Xn) < Pum(X,) < nt/d Pippy,q(Xn) |, g>0

(convergence monotone en g de chaque coté vers ®py,(X,) quand g — o0)

Par continuité : 6[PPV,O](Xn) = exp [27:1 M}

n

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015

49 / 106



JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

Efficacité Maximin : Oa (X, )
Mm f:[PPV,q] > pla
Mm
avec lnFPPV g optimal pour ®(ppy
Efficacité Maximin > 1 — ¢ pour g > @
— gain d'un facteur 2 par rapport a ®(,(X,)
(on n'a régularisé qu'un seul min)
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

X, Maximin-optimal, n =7, d = 2:
®ym et régularisation par ®ppy g

14 T

1.2- q

0.8 q

-
-

04l .’ R
4
,
4
’
02 ’ B
1
1
1
0 J ‘ ‘ ‘ ‘
-10 0 10 20 30 40 50
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

X, Maximin-optimal, n =7, d = 2:
®yim et régularisation par ®ppy, g et Py

1.4 T

12r- q

0.6

-
-z
04 = g
02t 1
o \ \ \ \
-10 10 20 30 40 50
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

Remarque : mesures de régularité (et pas de remplissage !)

varl/?(d* % ,-1, (di*_a)Z e 7 * n *
Ri(X,) £ arE(d’,(*)' )= 2 P ] ,avec d £ E(df) = ;Y0 d;
Ry (X,) = 0 pour une grille réguliere

A invariant par changement d'échelle A

appelé “mesure de recouvrement”. .. mais ne mesure pas le recouvrement
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JN @G RSN SIS Rl ] -l 1.5 Maximin régularisé, énergie

Remarque : mesures de régularité (et pas de remplissage !)

1/2¢ 4% ENNC o e _
A var (di)_[nz,':(' A *) _ 1 n *
Ri(X,) = Ed) — L~ cavecd = E(df) =+ > i, d;
Ry (X,) = 0 pour une grille réguliere

A invariant par changement d'échelle A
appelé “mesure de recouvrement”. .. mais ne mesure pas le recouvrement

maxi<i<n d;’ (> 1)
e g \Z
mini1<i<n 4;

Ry(X,) =

R>(X,) = 1 pour une grille réguliére
A invariant par changement d'échelle A
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.1 Entropie et graphes optimaux

Considérons X, = (x1,...,X,) comme un échantillon de taille n de variables x;
i.i.d. dans 2" avec la densité de proba. ¢(-)

Entropie de Rényi de ¢(-) d'ordre « :
Ho* () £ 1_1(1 |0gf%0a(x) dx (g # 1)
Entropie de Tsallis de ¢(+) d'ordre « :

Ha(p) £ 25 [1- [ (x)dx] (g #1)
et leur limite pour a — 1 donne

Hi(¢) £ —log [ ¢(x) log[p(x)] dx (entropie de Shannon)
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.1 Entropie et graphes optimaux

Considérons X, = (x1,...,X,) comme un échantillon de taille n de variables x;
i.i.d. dans 2" avec la densité de proba. ¢(-)

Entropie de Rényi de ¢(-) d'ordre « :
Ho* () £ 1_1(1 |0gf%0a(x) dx (g # 1)
Entropie de Tsallis de ¢(+) d'ordre « :

Ha(p) £ 25 [1- [ (x)dx] (g #1)
et leur limite pour a — 1 donne

Hi(¢) £ —log [ ¢(x) log[p(x)] dx (entropie de Shannon)

> ‘ Pour a > 0, H,*(¢), Ha(yp) maximales pour ¢ uniforme sur 3&”‘
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.1 Entropie et graphes optimaux J

Considérons X, = (x1,...,X,) comme un échantillon de taille n de variables x;
i.i.d. dans 2" avec la densité de proba. ¢(-)

Entropie de Rényi de ¢(-) d'ordre « :
Ho* () £ 1_1(1 |0gf%0a(x) dx (g # 1)
Entropie de Tsallis de ¢(+) d'ordre « :
Ha(p) = 5 [1- [ () dx] (g # 1)
et leur limite pour a — 1 donne
Hi(¢) £ —log [ ¢(x) log[p(x)] dx (entropie de Shannon)

> ‘ Pour a > 0, H,*(¢), Ha(yp) maximales pour ¢ uniforme sur 3&”‘

w» Construire un estimateur H,, de H’(y) a partir de X,,,
puis prendre H,, comme critére a maximiser par rapport a X,
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

A Ne pas confondre ces critéres d'entropie (de la "distribution des x;") avec le
critére d'entropie pour les processus Gaussiens, voir § 11-1.3 (méme si des liens
existent)
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

A Ne pas confondre ces critéres d'entropie (de la "distribution des x;") avec le
critére d'entropie pour les processus Gaussiens, voir § 11-1.3 (méme si des liens
existent)

1) Idée assez naturelle : méthode de substitution (plug-in)

@ construire un estimateur 3 noyau $,(x) = ZI, Ky2(x — x;),
K2(-) = d.d.p. de moyenne 0 et variance o (suffisamment petite)

o Utiliser Ho(%p), a > 0, comme critére a maximiser

Jourdan and Franco (2010) utilisent H; (), assez coliteux pour d grand
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

A Ne pas confondre ces critéres d'entropie (de la "distribution des x;") avec le
critére d'entropie pour les processus Gaussiens, voir § 11-1.3 (méme si des liens
existent)

1) Idée assez naturelle : méthode de substitution (plug-in)

@ construire un estimateur 3 noyau $,(x) = Z,, Ky2(x — x;),
K2(-) = d.d.p. de moyenne 0 et variance o (suffisamment petite)

o Utiliser Ho(%p), a > 0, comme critére a maximiser

Jourdan and Franco (2010) utilisent H; (), assez coliteux pour d grand

Une particularité de H, : si K,2(+) correspond a .#(0,02), alors
f]Rd x) dx = ,,2 ZI] 1 Koo (IIxi — x4])

s HZ(@n) =1- # Z,r':jzl K202(||Xi - Xf”)
= critére intra-distances !
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

2) Graphes “optimaux” :

(Beardwood et al., 1959): x; i.i.d. avec d.d.p. ¢, graphe du Voyageur de
Commerce Gyc(X,), arétes e

. €i
ecocxalfl, c(a) [ ) dx as. 0 oo

Puis (Steele, 1981) pour d'autres fonctionnelles Euclidiennes sur X, (Redmond
and Yukich, 1994) utilisant la notion de quasi-additivité
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

2) Graphes “optimaux” :

(Beardwood et al., 1959): x; i.i.d. avec d.d.p. ¢, graphe du Voyageur de
Commerce Gyc(X,), arétes e

. €i
ecocxalfl, c(a) [ ) dx as. 0 oo

Puis (Steele, 1981) pour d'autres fonctionnelles Euclidiennes sur X, (Redmond
and Yukich, 1994) utilisant la notion de quasi-additivité

(Redmond and Yukich, 1996; Yukich, 1998; Penrose and Yukich, 2003; Wade,
2007; Penrose and Yukich, 2011). ..

, el?
Ze;,e(j_();;))/d | — C(B,d) /@(d_ﬁ)/d(x) dx, n— oo

avec G(X,) arbre de longueur minimale (ALM, Minimum Spanning Tree), PPV,
VC, Voronoi, Delaunay, Sphere d’Influence, Gabriel... (différents types de
convergence (L,), différentes conditions sur ¢ et 5...)
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2l Eiidiesis, GEpies el
En résumé: on construit un de ces graphes G sur X, puis

Decd(X, lei]” _
Pg.5(Xa) = ZEIER T — C(8,d) /w D/d(x)dx, n— oo
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2l Eiidiesis, GEpies el
En résumé: on construit un de ces graphes G sur X, puis

Decd(X, lei]” _
Pg.5(Xa) = ZEIER T — C(8,d) /w D/d(x)dx, n— oo

» estimation de I'entropie de Rényi entropy H,*(y) pour o = (d — 3)/d
1<f8<d=0<a<1-1/d
‘maximiser H, < maximiser ®g 5(X,)

(intra-distances)
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2l Eiidiesis, GEpies el
En résumé: on construit un de ces graphes G sur X, puis

E,- G(X, leil” 5
Pg.5(Xn) = Z4C T = C(B,d) /w(d D/d(x)dx, n — oo

» estimation de I'entropie de Rényi entropy H,*(¢) pour a = (d — 3)/d
1<f<d=0<a<l-1/d
‘maximiser H, < maximiser ®g g(X,)

(intra-distances)

X, un Lh avec n =10, d = 2: Gyc(X,)
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2l Eiidiesis, GEpies el
En résumé: on construit un de ces graphes G sur X, puis

E,- G(X, leil” 5
Pg.5(Xn) = Z4C T = C(B,d) /w(d D/d(x)dx, n — oo

» estimation de I'entropie de Rényi entropy H,*(¢) pour a = (d — 3)/d
1<f<d=0<a<l-1/d
‘maximiser H, < maximiser ®g g(X,)

(intra-distances)

X, un Lh avec n =10, d =2: Garm(X,)
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2l Eiidiesis, GEpies el
En résumé: on construit un de ces graphes G sur X, puis

Decd(X, lei]” _
Pg.5(Xa) = ZEIER T — C(8,d) /w D/d(x)dx, n— oo

» estimation de I'entropie de Rényi entropy H,*(y) pour o = (d — 3)/d
1<f8<d=0<a<1-1/d
‘maximiser H, < maximiser ®g 5(X,)

(intra-distances)

X, un Lh avec n =10, d = 2: Gppy(X,)
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

Graphe ALM : Franco (2008); Franco et al. (2009) utilisent une représentation
dans le plan défini par

la moyenne E, = (1/n) >, c.,.,
'z 1/2
I'écart type S, = (varg,,,,x){lei})
pour classifier différents types de plans X, space filling (on pourrait utiliser un
autre graphe G)
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

Graphe ALM : Franco (2008); Franco et al. (2009) utilisent une représentation

dans le plan défini par
la moyenne E, = (1/n)>_

‘ 1/2

I'écart type S, = (varg,,,,x){lei}) /
pour classifier différents types de plans X, space filling (on pourrait utiliser un
autre graphe G)

&€Gam(X) |ei‘ et

Graphe des PPV : |g| = df
maximiser H, < maximiser 6[ppv’q](xn), g=—-p=da—-1)e(-d,-1]
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

Graphe ALM : Franco (2008); Franco et al. (2009) utilisent une représentation
dans le plan défini par

la moyenne E, = (1/n) 3_. cq,..x) €l et

‘ 1/2

I'écart type S, = (varg,,,,x){lei}) /
pour classifier différents types de plans X, space filling (on pourrait utiliser un
autre graphe G)

Graphe des PPV : |g| = df
maximiser H, < maximiser E[ppv’q](xn), g=—-p=da—-1)e(-d,-1]

(Leonenko et al., 2008) : 43" log(d;) — Hi(y), n — oo

maximiser H; < maximiser ®(ppy o}(Xn) = exp [ZLI %}

maximiser H, < maximiser ®(ppy 4(Xn) |, g = d(a — 1) € (—d,1/2) \ {0}

= maximiser un critére intra-distances
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PAVARTGN SR TEC R VKIS TG RSELENIIN 2.1 Entropie, graphes optimaux

A La situation est différente si on considere tous les dj; A

Si g < d, maximiser ®g(X,) ne conduit pas a une distribution uniforme des x;
(n — o0)
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2.1 Entropie, graphes optimaux

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

A La situation est différente si on considere tous les dj; A
Si g < d, maximiser ®g(X,) ne conduit pas a une distribution uniforme des x;

(n— 00)
Joseph et al. (2014) : X3 maximise ®pym(X,)) ~n—oo uniforme
———

=b|)(Xn)

Version continue : g-énergie d'une distribution &
Eq(€) = [ IIx — ylI79&(dx) E(dy), g > 0
et &55(€) 2 [E4(€)] 79 = version continue de ®pg(-)

Eol€) 2 — [, ogllx — yl[1€(dx) ¢(dy) B
et ®[g)(£) £ exp[—E4(€)] = version continue de P(g(-)

Alors (Hardin and Saff, 2004) :

pour £* uniforme si g > d
pour £* = mesure de g-équilibre

E4(§) minimum < &D[q](f) maximum
(non uniforme) si 0 < g < d

PECNUM, mai 2015
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.1 Entropie, graphes optimaux
m Pour ®pym(-), ou Dgi(+) avec g > d, ou Pppy gi(+) avec g > —d,
la distribution de X,, doit étre proche de I'uniforme

Inégalités, bornes

Petite

Grandes

Inter.-d.istance Intra-distances
(miniMax, (Maximin, énergie)
dispersion)

Uniformité
(entropie,
discrépance)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

2.2 Discrépance : motivation (suivant le plan de (Niederreiter, 1992, Chap. 1,2)
— véritable monument comportant 371 références)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

2.2 Discrépance : motivation (suivant le plan de (Niederreiter, 1992, Chap. 1,2)
— véritable monument comportant 371 références)

Intégration par la méthode des trapezes

ed=11,=01]
fol flu)ydu~ " yw; f(i/n), wo =w, =1/n, w; =1/(2n), 1 <i<n-1
< erreur = O(n~?) quand f de classe G,
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

2.2 Discrépance : motivation (suivant le plan de (Niederreiter, 1992, Chap. 1,2)
— véritable monument comportant 371 références)

Intégration par la méthode des trapezes

ed=11,=1]0,1]
fol flu)ydu~ " yw; f(i/n), wo =w, =1/n, w; =1/(2n), 1 <i<n-1
< erreur = O(n~?) quand f de classe G,

e dimension d > 1, I = [0, 1]¢
Jo, fu)du= 370 - 570wy - wy (i /m, . ig/m)
< erreur = O(m~2) quand 9*f/Ou? continues, £ =1,...,d

mais. .. n = (m+ 1)? points d'évaluations (“observations”)

= erreur = O(n~2/9)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

2.2 Discrépance : motivation (suivant le plan de (Niederreiter, 1992, Chap. 1,2)
— véritable monument comportant 371 références)

Intégration par la méthode des trapezes

ed=11,=1]0,1]
fol flu)ydu~ " yw; f(i/n), wo =w, =1/n, w; =1/(2n), 1 <i<n-1
< erreur = O(n~?) quand f de classe G,

e dimension d > 1, I = [0, 1]¢
Jo, fu)du= 370 - 570wy - wy (i /m, . ig/m)
< erreur = O(m~2) quand 9*f/Ou? continues, £ =1,...,d

mais. .. n = (m+ 1)? points d'évaluations (“observations”)

= erreur = O(n~2/9)

w Fléau de la dimension (curse of dimensionality):
erreur = O(1072) = n = O(109) !
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Intégration par la méthode de Monte Carlo (MC)

Z compact C RY, A = mesure de Lebesgue (A(:2") = volume de 2)

du
/% F(u) du = A(%)/g OFc I

12

avec x; i.i.d. selon p uniforme sur 2~

A(%)/g £ du

N2~ f(x)
i=1

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Intégration par la méthode de Monte Carlo (MC)

Z compact C RY, A = mesure de Lebesgue (A(:2") = volume de 2)

/% f(u)du:)\(%)/% f(u)/\(d(;,) - )\(%)/%fdu

7)1 3 fx

12

avec x; i.i.d. selon p uniforme sur 2~
> I(f) 2 [, fdu, 1,21 z,” Lfa) <
= E(/,) = I(f); I X I(f), n = oo
f e La(p) (0°(F) = [, (F = I(f))* dp < o)
E((T, — I(F)P) = Z,Sf

— erreur ~ o(f)n

—1/2
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Intégration par la méthode de Monte Carlo (MC)

Z compact C RY, A = mesure de Lebesgue (A(:2") = volume de 2)

/% f(u)du:)\(%)/% f(u)/\(d(;,) - )\(%)/%fdu

7)1 3 fx

12

avec x, i.i.d. selon y uniforme sur 2~

> I(F) 2 [, Fdu o2 330 F(x) <
:>E(I)_I( )i Iy 23 1(F), n — oo
f e La(u) (02(F) = [,(F — I(F))? dp < o0)
E([T, — I(F)]2) = “Zﬁ”
— erreur ~ o(f)n

w» préférable a la méthode des trapézes pour d > 5 (sans hypothese de régularité
sur f)

—1/2
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Méthodes de Quasi-Monte Carlo (QMC)

Evaluer f en des x; déterministes dans ,%” =1y 20,1]%
h LN f(x) = = Ji, f(u)d(u), n — o,
pour toute fonction f integrable au sens de Riemann si les x1, x5, ... sont
uniformément distribués dans I
il faut [im,_ e % S71 Zy(x) = A(J) pour tout sous-intervalle J de Iy

Vitesse de convergence de I, — I(f)?
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Méthodes de Quasi-Monte Carlo (QMC)

Evaluer f en des x; déterministes dans ,%” =1y 20,1]%

T A1
I = 230 F(xi) fH u)d(u), n — oo,
pour toute fonction f integrable au sens de Riemann si les x1, x5, ... sont

uniformément distribués dans I
il faut [im,_ e % S71 Zy(x) = A(J) pour tout sous-intervalle J de Iy

Vitesse de convergence de I, — I(f)?

Pour tout B C Iy, X, = {X1,...,%x,} CIJ:
> AB, X,) = 37, Zg(x;) = nb. de x; dans B <
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Méthodes de Quasi-Monte Carlo (QMC)

Evaluer f en des x; déterministes dans ,%” =1y 20,1]%

T A1
I = 230 F(xi) fH u)d(u), n — oo,
pour toute fonction f integrable au sens de Riemann si les x1, x5, ... sont

uniformément distribués dans I
il faut [im,_ e % S71 Zy(x) = A(J) pour tout sous-intervalle J de Iy

Vitesse de convergence de I, — I(f)?

Pour tout B C Iy, X —{xl,...7x,,} C I7:
> A(IB%,X,.,) £ 3" Ip(x;) = nb. de x; dans B <

Discrépance (Discrepancy)
D,(%,X,) = sup A(IB% X,) — A(B)
BeB

avec Z une famille de sous ensembles de I, Lebesgue-mesurables
(et 0 < Dy(%,X,) <1)
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

Deux cas particuliers importants:

@ Discrépance a |'origine (star-discrepancy) D} (X,) = D,(%, X,) quand
2 contient tous les sous-intervalles de la forme HZ:1[0a up)

D7 (Xn) = supyeo,ije [Fa(u) = Fu(u))
(F,(-) & f. répartition empirique, Fy(x) £ H;IZI{X}g = uniforme)

o Discrépance extréme (extreme-discrepancy) D,(X,) = Dn(%#, X,) quand £
contient tous les sous-intervalles de la forme H‘Zzl[uE, ve)

Pour tout X, C I, on a: D*(X,) < D,(X,) <29 D} (X,)
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

Deux cas particuliers importants:

@ Discrépance a |'origine (star-discrepancy) D} (X,) = D,(%, X,) quand
2 contient tous les sous-intervalles de la forme HZ:I[O’ up)
D7 (Xn) = supyeo,ije [Fa(u) = Fu(u))
(F,(-) & f. répartition empirique, Fy(x) £ H;IZI{X}g = uniforme)
o Discrépance extréme (extreme-discrepancy) D,(X,) = Dn(%#, X,) quand £
. . d
contient tous les sous-intervalles de la forme [],_;[ue, v¢)

Pour tout X, C I, on a: D*(X,) < D,(X,) <29 D} (X,)

1 1
0 0U2

0 u, 1 0 u, v, 1

* . d . d
Dy (Xn): B= Hé:l[o’ up) Dn(X,): B = ngl[uz, ve)
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

1 2i—1

DX (X,) = — s

Ko =g T - 5, \

(m test d'uniformité de Kolmogorov-Smirnov)
1 . :

D,(X,) = =4 max (I —X,') — min (I —X,'>
n  1<i<n \ n 1<i<n \ n

et D;(Xs) > 5=, Dp(X,) > 1, avec égalité pour X}, tel que x; = 251 Vi
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

En dimension d =1, avec 0 < x; < x < ... < x, < 1:

1
Dx(X,) = =—+ max

i —
2n  1<i<n|

2i—1
2n
(m test d'uniformité de Kolmogorov-Smirnov)

1 . .
D,(X,) = =4 max ! —x; | — min ! — X;
n  1<i<n \ n 1<i<n \ n

et D;(Xs) > 5=, Dp(X,) > 1, avec égalité pour X}, tel que x; = 251 Vi

n=>5
1/(2n)

L o Fa
o

@
©
¢
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

fonct. répartition empirique F,(x) et Fy(x)
d =1, X0 = 20 premiers points d'une suite de van der Corput en base 2
(voir § 2.4)

Fn (van der Corput, base b=2, n=20)

0.7F 4

0.6 1

0.5F 1

0.3f 1

0.2 1

0.1f 1
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Pourquoi est-ce important?

Pour d = 1, supposons f a variation bornée sur [0,1] (V(f) = fol |df (u)] < o0)
1) intégration par parties: fol f(u)du = f(1) - fol udf(u)
2) posons 0 = xp < x1 < -+ <Xp < Xpp1 = 1,

alors 3770 f(xi) = £(1) = 270 1 [F(xie1) — f(xi)]

3) pour tout u € [x;, xi41], on a |u— | < Dy (X,)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [EPRRRIECEEEN I TlaVEY ST

Pourquoi est-ce important?

Pour d = 1, supposons f a variation bornée sur [0,1] (V(f) = fol |df (u)] < o0)

1) intégration par parties: fo u)du = f(1) — fl udf(u)
2) posons 0 = xp < x3 < --+ < xn < Xxpp1 =1,

alors 23 f(x) = F(1) = X7 o L [F(xiz1) — F(x1)]

3) pour tout u € [x;, xi41], on a |u— | < Dy (X,)
1 1 n n "Xt 1 i
/0 f(u)du — — ;‘ f(x)| < 3 {/ udf(u) = —[F(xi41) = f(x,-)]}|

z_;/x (u— ) df (u)
< D, (X,) V(f)

w |negalité de Koksma (1942/1943) (non améliorable)
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PECNUM, mai 2015

66 / 106



PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

Par conséquent, pour d =1
1 . 1.
)fo flu)du— 137 f(x)| < 52 | pour X tel que x; = 251 Vi

tandis que erreur MC ~

A:
-
N

a(f)

3
>
~|
N

PECNUM, mai 2015 67 / 106
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

Par conséquent, pour d =1

)fo u)ydu— 137 f(x,-)‘ < Vz(f) pour X tel que x; = 2L Vi

tandis que erreur MC >~ =

En dimension d > 2 : ‘fH u)du— 137 f(x ,))gD,t(Xn) V(f)
(inégalité de Koksma-Hlawka (1961), non améliorable)
avec V/(f) = variation au sens de Hardy et Krause, et

V(F) Cy loen ™

pour X, = ensemble de Hammersley
S ( )C/ |Ogn

pour X, = n premiers points

d'une suite de Halton (par ex.) X

[, Flu)du— 2527, F(x)

voir § 2.4
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PAVLL T T HECTEER VTS GET SAICIECEN I 2.2 Discrépance : motivation

Par conséquent, pour d =1

)fo u)du — 27:1 f(x,)‘ < % pour X; tel que x; = 2"2;1 Vi

tandis que erreur MC ~ ‘;l(fz)

En dimension d > 2 : ‘fH u)du— 1357, f(x,-)) < Dj(X,) V(f)
(inégalité de Koksma-Hlawka (1961), non améliorable)
avec V/(f) = variation au sens de Hardy et Krause, et

V(F) Cy loen ™

pour X, = ensemble de Hammersley
S ( )C/ |Ogn

pour X, = n premiers points

d'une suite de Halton (par ex.) X

[, Flu)du— 2527, F(x)

voir § 2.4

» Erreur ™\ plus vite que pour MC, mais quelle valeur de Cy ?
» Ensemble X,, de n points £ n premiers éléments
d'une suite infinie de points X,
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PAVLL T T HECTEER VIS @ET PG IEGCENII 2.3 Critéres de discrépance

2.3 Criteres de discrépance J

Difficulté : Dx(X,) et D,(X,) sont difficiles a calculer
= (nombreuses!) autres définitions de discrépances
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PAVLL T T HECTEER VIS @ET PG IEGCENII 2.3 Critéres de discrépance

2.3 Criteres de discrépance J

Difficulté : Dx(X,) et D,(X,) sont difficiles a calculer
= (nombreuses!) autres définitions de discrépances
On peut souhaiter :

@ une invariance par permutations des axes, par réflexion par rapport au centre
de Hd

@ une prise en compte de |'uniformité sur les sous-espaces de dim. < d
® une interprétation géométrique
@ une inégalité de type Koksma-Hlawka

® ...et une évaluation facile !
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PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

Pour ®: changer la norme L., en norme L,
1/p
D;(X) = suPuepo.¢ [Fa() = Fu(u)] = ( fig s IFa(u) = Fu(u)]? du)

- Expression analytique pour p = 2, ok pour @, @ et ®, mais pas @ et @
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PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

Pour ®: changer la norme L., en norme L,
1/p
D;(X) = suPuepo.¢ [Fa() = Fu(u)] = ( fig s IFa(u) = Fu(u)]? du)

- Expression analytique pour p = 2, ok pour @, @ et ®, mais pas @ et @

Pour @: prendre en compte les projections sur toutes les faces de dimension d’ < d
D;‘;(Xn) [T

1/p
(ZZ,:l Zi1<---<id/ ﬁ071]d’ IFa({u}s. i) — FU({u}iI,...Vid/)|pd{u}i1,...,id/)

m Expression analytique pour p = 2, ok pour @, ®, @ et ®, mais pas @
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PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

Pour ®: changer la norme L., en norme L,
1/p
D;(X) = suPuepo.¢ [Fa() = Fu(u)] = ( fig s IFa(u) = Fu(u)]? du)

- Expression analytique pour p = 2, ok pour @, @ et ®, mais pas @ et @

Pour @: prendre en compte les projections sur toutes les faces de dimension d’ < d
D;‘;(Xn) [T

1/p
(ZZ,:l Zi1<---<id/ ﬁ071]d’ IFa({u}s. i) — FU({u}iI,...Vid/)|pd{u}i1,...,id/)

m Expression analytique pour p = 2, ok pour @, ®, @ et ®, mais pas @
Pour @: changer la forme des ensembles B dans le calcul de la discrépance

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 69 / 106



PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

D (X,): B = [17_,[0, ur) Do(Xn): B = [T¢_[ue, ve)

u 5} V2
L’2
0 0
0 u 1 0 u v 1
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PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

D (X,): B = [17_,[0, ur)

Discrépance centrée: considérer le
sommet du cube (dimension d’) le plus

proche de u
1

Di(Xn): B =TT [ur, ve)

1

WS

Discrépance enveloppée (wrap-around):
considérer [uj, vi] si u; < v; et

[ui, 1] U [0, v;] sinon
1 ;
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PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

Ca se calcule. ..

n d 2
Deenst) = [(3) 25001 (14 3~ 3 - fun 3 )
k=1 i=1
1/2
WLy H(1+ = 3|+ 5 ek = 3| = 30— e
Koki=1 =1

n d r

Dwa,1,(X,) = % H ;— {xiti = {xw }i (1— {xiti = {xw }i )}
k,k'=1i=1 "

(différentiables en X,) voir Hickernell (1998a,b); Fang and Ma (2001)
et ca peut donc se minimiser (Fang and Ma, 2001; Fang et al., 2003, 2005)
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PR VARG R TEC R VIH IS CETC RSELENII 2.3 Critéres de discrépance

Ca se calcule. ..

Dcent,1,(Xn) = [(13) % : ﬁ(

3= 3] -3

+— Z H(1+ %{xk};f{xk/},-

k,k’'=1i=1

1 1
{xk}i — + 5 {xk }i — 2‘ -

{(x-

)

{Xk}i - {xk’}i

d -
1 3
Dwa,i,(X,) = e H 2 = [{xk i — {xw

)

(différentiables en X,) voir Hickernell (1998a,b); Fang and Ma (2001)
et ca peut donc se minimiser (Fang and Ma, 2001; Fang et al., 2003, 2005)
m || est plus simple de générer des suites de points a faible discrépance. ..
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

2.4 Suites a faible discrépance (Niederreiter, 1992, Chap. 3)

X, a faible discrépance (low discrepancy) si D (X?) petit
(ou D,(X%), ou autre discrépance)
En dimension 1 :

n=5
X: tel que x; = 21'2711’ 1/(2n)
i=1,...,n e & 8 & o—|
0 3/(2n) 1

donne n x D(X%) = 1/2 pour tout n

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015

72 / 106



PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

2.4 Suites a faible discrépance (Niederreiter, 1992, Chap. 3) J

X, a faible discrépance (low discrepancy) si D (X?) petit
(ou D,(X%), ou autre discrépance)
En dimension 1 :

n=5
X: tel que x; = 21'2;1’ 1/(2n)
i=1,...,n e & 8 & o—|
0 3/(2n) 1

donne n x D(X%) = 1/2 pour tout n

mais on ne peut pas construire une suite Xoo = (x1, X2, x3 .. .) telle que pour n
élément consécutifs on ait n x D} (X)) = O(1)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

lllustration : partons de n =4, X; = (1/8,3/8,5/8,7/8)

*

nx Dn(Xn)

Luc Pronzato (CNRS)
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lllustration : partons de n =4, X; = (1/8,3/8,5/8,7/8)

*

nx Dn(Xn)

Luc Pronzato (CNRS)
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20 Siris & i iz
H . — o —
lllustration : partons de n =4, X; = (1/8,3/8,5/8,7/8)

' _\ ‘xsz[xi, 12.%] /'_

—

= 4
x
[
NG
[a)]

X oet ,
c

0ar < |

4
02 B
o . . . . . . . . .
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

lllustration : partons de n =4, X; = (1/8,3/8,5/8,7/8)

14 . . , . :
:
\ X =IX, 112, ] ]
—
{=4
x
[
NG
[a)]
X oet ,
c
0ar < |
4
02 B
o . . . . . . . . .
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

n x Di(Xso) fluctue forcément : Di(Xoo) > c'%&7 infiniment souvent
(meilleure constante connue ¢ = 0.06)

On sait construire des suites X, telles que | D} (X)) = O (Iogn)

n
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

o Parties fractionnaires (surtout pour d = 1)
a n fixé « treillis, réseaux de points (Lattices)

Suites de van der Corput (d = 1)
m Suites de Halton (d > 1)
(t, m, d)-nets et suites-(t, d) (Sobol Faure)
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a n fixé « treillis, réseaux de points (Lattices)

Suites de van der Corput (d = 1)
m Suites de Halton (d > 1)
(t, m, d)-nets et suites-(t, d) (Sobol Faure)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Parties fractionnaires J

Pourd =1:|x; £ {kz} = kz — | kz| |, k =1,2..., avec z irrationnel donné

(partie fractionnaire de kz)
Par exemple z = ¢ = (v/5 +1)/2 ~ 1,618034 = nombre d'or
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2.4 Suites a faible discrépance

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

Parties fractionnaires

Pourd =1:|xx £ {kz} = kz — | kz|

(partie fractionnaire de kz)
Par exemple z = ¢ = (v/5 +1)/2 ~ 1,618034 = nombre d'or

g(n)

*
n

nD /lo

Luc Pronzato (CNRS)

(n/log n) x D

0.2 L L L L L
0 100 200 300 400 500
n

Plans d'expériences numériques (1)

, k=1,2..., avec z irrationnel donné
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Parties fractionnaires J

Pourd =1:|x; £ {kz} = kz — | kz| |, k =1,2..., avec z irrationnel donné
(partie fractionnaire de kz)
Par exemple z = ¢ = (v/5 +1)/2 ~ 1,618034 = nombre d'or

100 premiers points x

09f . ° E

08 . ° 4

07t * . * 4

0.4 . ° B

03 . . E

02 . . i

01F o . .

L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d >1:

xk = {ko}, k=1,...,32

1 T

09 . g

0.8 . 4

07 . 1

06 . B

0.2 1

0.1t . b
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2.4 Suites a faible discrépance

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

Pour d >1

.32

{ko}, k=1,..

Xk =

0

25

20

15

10

76 / 106
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d >1:

Luc Pronzato (CNRS)

Plans d'expériences numériques (1)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.4 Suites a faible discrépance

Pour d >1:

xi = (k/n, {kg})"

= m21

m3 |16

m11

w6 |19

m29

m24
m32

|27

|14

w22

m9 H3

w17

a4 w25

|12

H20

a7 w28

w15
|2 =23
®10 mb1

w18

|5 w26

|13

m Remplacer k/n (croissance monotone et valable seulement pour k =1,...,n)
par {kz}, z irrationnel — x, € [0,1]%, k=1,2,3...
w on répete... — récursivement x, € [0,1]¢, d quelconque
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Prendre x, = {kz}, z vecteur irrationnel de R
(avec composantes indépendantes sur les rationnels: q'z # 0, Vq € Q9)
m suite X distribuée uniformément dans [0, 1]¢

(Kuipers and Niederreiter, 1974, p. 48)
Ve >0, D,(Xoo) = O <M> pour presque tout z

n
Intéressant, mais ne dit pas quel z prendre
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Prendre x, = {kz}, z vecteur irrationnel de R
(avec composantes indépendantes sur les rationnels: q'z # 0, Yq € Q9)
m suite X, distribuée uniformément dans [0, 1]¢
(Kuipers and Niederreiter, 1974, p. 48)

w Ve > 0, Dy)(X) = O (M) pour presque tout z

n
Intéressant, mais ne dit pas quel z prendre

d=2,n=32z=(p,(vV2-1)3)T
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Prendre x, = {kz}, z vecteur irrationnel de R
(avec composantes indépendantes sur les rationnels: q'z # 0, Vq € Q9)
m suite X distribuée uniformément dans [0, 1]¢
(Kuipers and Niederreiter, 1974, p. 48)

Ve >0, D,(Xoo) = O <M> pour presque tout z

n
Intéressant, mais ne dit pas quel z prendre

d=2,n=32z=(p,(vV2-1))7
m29
|11

m23 |17
|5
|28 w22
B10 |16
m4

m27

mo
33
EL14

|15

|26

m3f2

|7

|20
m8

m25

m3f!
mL2

B13 |19

m24
H6

m18
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Treillis, réseaux de points (Lattices) : z=g/n, avec g € Z J

w x, = { &gl (avec répétitions si k > n 1)

n points # si pged(gi,...,8q4,n) =1
n points # pour chaque coordonnée si pged(g;, n) = 1 pour tout /

m Espacements réguliers entre les points (& grilles)
permet de prendre en compte la régularité de f(-) dans le calcul
de borne sur I'erreur d'intégration
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Treillis, réseaux de points (Lattices) : z=g/n, avec g € Z

w x, = { &gl (avec répétitions si k > n 1)

n points # si pged(gi,...,8q4,n) =1
n points # pour chaque coordonnée si pged(g;, n) = 1 pour tout /

m Espacements réguliers entre les points (& grilles)
permet de prendre en compte la régularité de f(-) dans le calcul
de borne sur I'erreur d'intégration

Pour d = 2, un trés bon choix est n = F,,, pour g = (1, Fp_1)",
avec (F,,) = suite de Fibonacci : F;1 = Fo =1, Fyy1 = Fr+ Feo1, k> 2

Comme Fp—1/Fm — 1/¢ pour m — oo, construction assez proche de

xi= (5 {EDT = (4 TkeDT k=1,

©
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

» Forts liens avec plans optimaux pour régression de Fourier (sin, cos) (Bates
et al., 1996; Riccomagno et al., 1997)

» |l existe des construction (non explicites) ayant de bonnes propriétés (good
lattice points) ™ tables (Maisonneuve, 1972)

» Korobov (1960) suggere g = (1,g,82,...,897 1T
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

» Forts liens avec plans optimaux pour régression de Fourier (sin, cos) (Bates
et al., 1996; Riccomagno et al., 1997)

» |l existe des construction (non explicites) ayant de bonnes propriétés (good
lattice points) ™ tables (Maisonneuve, 1972)

» Korobov (1960) suggere g = (1,g,82,...,897 1T

» Optimisation du choix de g dans (par ex.) (Sloan and Walsh, 1990; Sloan and
Reztsov, 2002; Nuyens, 2007)
Ex.:d=2,n=21=Fg

g = (1a F7)
®pim = 0.2020 T .
& = 0.2357 . .
Dcent.1, = 0.0280 . .
Dwa,1, = 0.0388 . .
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.4 Suites a faible discrépance

» Forts liens avec plans optimaux pour régression de Fourier (sin, cos) (Bates

et al., 1996; Riccomagno et al., 1997)

» |l existe des construction (non explicites) ayant de bonnes propriétés (good
lattice points) ™ tables (Maisonneuve, 1972)

» Korobov (1960) suggere g = (1, g, g2, . ..

7gd71)T

» Optimisation du choix de g dans (par ex.) (Sloan and Walsh, 1990; Sloan and
Reztsov, 2002; Nuyens, 2007)
Ex.:d=2,n=21=Fg

®pm = 0.2020
®my = 0.2357
Deent.1, = 0.0280
Dwa,i, = 0.0388

Luc Pronzato (CNRS)

g:(l’FZ)

®m = 0.2302
G = 0.2217
Dcent.1, = 0.0536
Dwa.., = 0.0633

Plans d'expériences numériques (1)

g = (Lg*)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

» On ne peut générer que n points :
w suite infinie de points dans [0, 1]9 si xx = {ux g}
avec (uk) une suite (scalaire) a faible discrépance (Hickernell, 1998b)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

» On ne peut générer que n points :
w suite infinie de points dans [0, 1]9 si xx = {ux g}
avec (uk) une suite (scalaire) a faible discrépance (Hickernell, 1998b)

On a vu seulement la régle de rang 1 (rank-on rule)
régle de rang r : Xy, 4 = {,’%gl + %gg +- 4 ﬁ—:g,}, kie{l,...,n;}

Regle de copie (copy rule) : diviser [0,1]¢ en k9 cubes de longueur d'aréte 1/k,
construire un treillis dans chacun
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Suites de van der Corput (1935) J

Soit %, ={0,1,...,b— 1} I'alphabet pour la base b > 2
(ex., 25 =1{0,1}, 25 ={0,1,2})

» Tout k=0,1,...,b™ — 1 peut s'écrire comme k = Z@ 0 a/bf
avec m caracteres ao, a1, - .., am—1 (dépendant de k)
(c'est-a-dire k = ag—1am—2 - azalaob)

» On lui associe ®p(k) = S0 Fasb=(+1)

w | a suite de van der Corput en base b est définie par | x, = ®p(k)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

2.4 Suites a faible discrépance

base b =2 (van der Corput, 1935)

d1do,

w 1D} (Xoo) = nDp(Xo0) <1+

Luc Pronzato (CNRS)

Plans d'expériences numériques (1)

log n
log 8

k k en base 2 | ¢p(k) en base 2 @2(k)
0 00 0
1 1]01 1/2
2 10 | 0,01 1/4
3 11 | 0,11 3/4
4 100 | 0,001 1/8
5 101 | 0,101 5/8
k| am_1--- 0,031 am_1 7o a2~ (D
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

Luc Pronzato (CNRS)

base b=3
k en base 3

2.4 Suites a faible discrépance

P3(k)

o~NOOTPhWN EOX

0
1
2
10
11
12
20
21
22

0
1/3
2/3
1/9
4/9
7/9
2/9
5/9
8/9

Plans d'expériences numériques (1)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

Choix particulier de b + permutation adéquate de %,
m meilleures performances connues pour limsup,_, .. nD}/log(n) (b = 12) et

2.4 Suites a faible discrépance

base b =3
k | k en base 3 | ¢3(k)
0 0 0
1 1| 1/3
2 2| 2/3
3 10 1/9
4 11 4/9
5 12 7/9
6 20 2/9
7 21 5/9
8 22 8/9

limsup,_, o, nDy/log(n) (b = 36) (travaux de H. Faure (1977-20xx))

Luc Pronzato (CNRS)

Plans d'expériences numériques (1)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

van der Corput : (n/logn) x D} pour b =2 et b =47

4 T - T T
4 ~
’ N
’ .
’ \
35f ' \ 1
1] \
] \
] \ =
3r \ base 47 R4 AN 1
[ ' ’ \
Y “ ’ \
L 1 A} 4
ol ' ‘ ,
- \ 1 \
(@] A 1 \
S L \ 1 \ i
*\C \ ! \
[a)]
c
0 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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2.4 Suites a faible discrépance

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

van der Corput : x1,X2 ..., X100
b=47, X1, X2 ...

b=2
1 T T s T v T . 1 T . T T T
ook . . . ° . . ° . | ool ‘-.'. -.-'. |
08| . : . t. ’ * . ’ B 08k ..'. ..'. 1
07r : . ° . . . ’ . c 0.7F ....- -...- 4
sl * ) * . . ) . . ) ° . | ol .'..' ....‘ |
< osle . . . ° . N . o o o5 ..-' .‘.‘ |
ol . . c . ) . | Nl .-..‘ .-.-' |
03f ° . ’ . : . ) ° . ’ J 03f .'..‘ -':. 1
ozf‘ . ° . . < . . ° 02F ..". _.'.. 9
oaf * . ’ . : . . ° . . 1 o1l ...‘. ..." ..J
e et
K K
...et de plus, le “remplissage” de [0, 1] se fait dans un ordre particulier
83 / 106
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2.4 Suites a faible discrépance

2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

van der Corput : x1,x2...,X70
b:47, X1, X2 ...

b = 47, fonct. répartition empirique
1 T T
Fn (van der Corput, base b=47, n=70) o*
.
1 o9t o 1
.
0.9 o8l -. 4
07r .- 4
.
o7 06| ." B
06 '.-
e o 1
05 .'. o
ol - o
04 o o
03f ‘.' ..' B
02f B o 4
. .
01 o -.
. L L L L ol L
[ 10 20 30 40 50 60 70
k

...et de plus, le “remplissage” de [0, 1] se fait dans un ordre particulier
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d > 1 : on travaille séparément sur chaque composante
b1, by ... des entiers tels que pged(b;, bj) = 1 pout tout i # j
(en pratique, les premiers nombres premiers:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 ...)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d > 1 : on travaille séparément sur chaque composante
b1, by ... des entiers tels que pged(b;, bj) = 1 pout tout i # j
(en pratique, les premiers nombres premiers:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 ...)

» Hammersley : xx = (k/n, ép, (k), ..., by, (k)T k=1,...,n
(n est fixé)

D;(Xy) < Agy 520 4 0 (Lesn2)
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d > 1 : on travaille séparément sur chaque composante
b1, by ... des entiers tels que pged(b;, bj) = 1 pout tout i # j
(en pratique, les premiers nombres premiers:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 ...)

» Hammersley : xx 2 (k/n, ép,(k), ..., ¢p, (K)T, k=1,....n
(n est fixé)

D;(Xn) < Ag1 P22 4 0 (Lesn™)

» Halton : x, £ (le(k) . .@bd71.¢bd(k))T, k=1,2,3...
\ (log n)? (log n)?~!
D5 (Xoo) < Ag +0

n n
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d > 1 : on travaille séparément sur chaque composante
b1, by ... des entiers tels que pged(b;, bj) = 1 pout tout i # j
(en pratique, les premiers nombres premiers:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 ...)

» Hammersley : xx 2 (k/n, ép,(k), ..., ¢p, (K)T, k=1,....n
(n est fixé)

D;(Xn) < Ag1 P22 4 0 (Lesn™)

» Halton : x, £ (le(k) . -@bd,l-ﬁbbd(k))—rr k=1,2,3...
\ (log n)? (log n)?~!
D5 (Xoo) < Ag +0

n n

On pense que dans tous les cas (prouvé seulement pour d = 1,2)
d—1
D:(X,) > BgUen)"— ot

n

d
D} (Xso) > BQ@ infiniment souvent
Les vitesses de décroissance de D; sont donc optimales pour Hammersley et

Halton
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

Pour d > 1 : on travaille séparément sur chaque composante
b1, by ... des entiers tels que pged(b;, bj) = 1 pout tout i # j
(en pratique, les premiers nombres premiers:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 ...)

» Hammersley : xx 2 (k/n, ép,(k), ..., ¢p, (K)T, k=1,....n
(n est fixé)

D;(Xn) < Ag1 P22 4 0 (Lesn™)

» Halton : x, £ (le(k) . -@bd,l-ﬁbbd(k))—rr k=1,2,3...
\ (log n)? (log n)?~!
D5 (Xoo) < Ag +0

n n

On pense que dans tous les cas (prouvé seulement pour d = 1,2)
d—1
D:(X,) > BgUen)"— ot

n
d
D} (Xso) > BQ@ infiniment souvent
Les vitesses de décroissance de D; sont donc optimales pour Hammersley et
Halton ... mais quid de la constante Ay ?
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

|OgAd _ 1
dlogd

(Ag / superexponentiellement vite avec d !)

On montre que limg_ oo
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

|OgAd _ 1
dlogd

(Ag / superexponentiellement vite avec d !)

w Discrépance pas trés bonne quand est grand
suite de Halton, d =15 (= bis = 47) :

{xk}1a et {xx}15, k =1,...,200

On montre que limg_ o0
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PAVARTON R TEC R VIH IS EETC XS ELEN I 2.4 Suites a faible discrépance

|OgAd _ 1
dlogd

(Ag / superexponentiellement vite avec d !)

m Discrépance pas trés bonne quand d est grand
suite de Halton, d =15 (= b5 = 47) :

{xk}1a et {xx}15, k =1,...,200

On montre que limg_ o0

... pas trop mal dans le plan {x}a,, {Xk}d, Si N = by, by,
(avec by =~ d(log d + loglog d))
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

2.5 (t,m,d)-nets & suites-(t,d) (Niederreiter, 1992, Chap. 4), (Owen, 1995)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

2.5 (t,m,d)-nets & suites-(t,d) (Niederreiter, 1992, Chap. 4), (Owen, 1995)
J

Motivation : combattre le probleme de Ay * oo quand d — oo
pour les suites de Halton
Pour une base b, on considére un pavé élémentaire
d a; 1+a;
P(aa q) - Hj:l[ﬁv bqjj]
ol les g; et a; sont des entiers, 0 < gj et 0 < a; < b% —1

P(a,q) C [0,1]9 et vol[P(a, q)] = Hj‘.izl b=% — b~ Zj,l qj
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

2.5 (t,m,d)-nets & suites-(t,d) (Niederreiter, 1992, Chap. 4), (Owen, 1995) J

Motivation : combattre le probleme de Ay * oo quand d — oo
pour les suites de Halton
Pour une base b, on considére un pavé élémentaire
d a; 1+a;
P(aa q) - Hj:l[ﬁa bqjj]
ou les g; et a; sont des entiers, 0 < gj et 0 < a; < b¥ —1

P(a,q) C [0,1]9 et vol[P(a, q)] = H7:1 b~% =b" Y

Objectif : mettre des points dans tous les pavés élémentaires
(en considérant tous les découpages possibles en pavés élémentaires !)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

2.5 (t,m,d)-nets & suites-(t,d) (Niederreiter, 1992, Chap. 4), (Owen, 1995) }

Motivation : combattre le probleme de Ay * oo quand d — oo
pour les suites de Halton
Pour une base b, on considére un pavé élémentaire
d a; 1+a;
P(aw q) - Hj:l[ﬁa b‘ljj]
ou les g; et a; sont des entiers, 0 < gj et 0 < a; < b¥ —1

P(a,q) C [0,1]9 et vol[P(a, q)] = H7:1 b~% =b" Y

Objectif : mettre des points dans tous les pavés élémentaires
(en considérant tous les découpages possibles en pavés élémentaires !)

Plus précisément : pour 0 < t < m, un|(t,m,d)-net|en base b posséde n = b™

points, tels que chaque pavé élémentaire de volume b~ contienne b* points
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Exemple : (0,2,2)-neten base 2 (b=2,d =2, m=2, t =0)
m n = p™ =4, b° =1 point dans chaque pavé de volume bi~™ = 1/4
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Exemple : (0,2,2)-netenbase 2 (b=2,d=2, m=2,t=0)
m n=b™ =4, b® =1 point dans chaque pavé de volume b*~™ =1/4

Slig=m—t=2=qec{0,1,2}

faary
N

@ | g

02 [a=0, a€{0,1,23}
(i) | 2|0 |ae{01,23} a=0
1| 1| ae{01} ae{01}
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28 ({in i =S & iz, ¢)
Exemple : (0,2,2)-net en base 2 (b=2,d =2, m=2, t =0)
m n = p™ =4, b° =1 point dans chaque pavé de volume b*~™ = 1/4

g =m—t=2=qe{0,1,2}

q1 ‘
() |0

2

1

2=0 2¢1{0,1,23]
a1 €{0,1,2,3}, =0
a; € {0,1}, a € {0,1}

(ii)
(i)

= o N|R

cas (/) cas (ii) cas (iif)
1 1 1
09 09 09
08 08 08
07 07 07
06 06 06
0 05
04 04 04
03 03 03
02 02 02
01 01 01
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 0 o1 o2 03 04 05 06 07 08 09 1
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265 (@, G} & ariEs &)
Exemple : (0,2,2)-netenbase 2 (b=2,d=2, m=2,t=0)
m n = b™ =4, b =1 point dans chaque pavé de volume bt~™ = 1/4

Slig=m—t=2=qec{0,1,2}

02 [a=0, a€{0,1,23}
(i) | 2|0 |ae{01,23} a=0
1| 1| ae{01} ae{01}

un (0,2,2)-net en base 2

*

¥

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Quelques propriétés :

e t = m: cas trivial m bt = b™ = n points (tous) dans le pavé de volume
bt=m =1

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 88 / 106



2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Quelques propriétés :

e t = m: cas trivial m bt = b™ = n points (tous) dans le pavé de volume
bt=m =1

@ (t,m,d)-net en base b = (t',m, d)-net en base b pour t <t' <m
|3 difficulté augmente quand t diminue !
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Quelques propriétés :

e t = m: cas trivial m bt = b™ = n points (tous) dans le pavé de volume
bt—m =1

@ (t,m,d)-net en base b = (t',m, d)-net en base b pour t <t' <m
|3 difficulté augmente quand t diminue !

@ t=0, m=1, base b = n= b" = b points, b* = 1 point par pavé
élémentaire
Zj.l:lqul =unseul g #0,q=1=a€{0,1,...,b—1}
m (0,1, d)-net en base b = hypercube latin a b points
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Quelques propriétés :

e t = m: cas trivial m bt = b™ = n points (tous) dans le pavé de volume
bt—m =1

@ (t,m,d)-net en base b = (t',m, d)-net en base b pour t <t' <m
|3 difficulté augmente quand t diminue !

@ t=0, m=1, base b = n= b" = b points, b* = 1 point par pavé
élémentaire
Zj.l:lqul =unseul g #0,q=1=a€{0,1,...,b—1}
m (0,1, d)-net en base b = hypercube latin a b points

@ (0,2,d)-net en base b = OA (Orthogonal Array) + hypercube latin
3 n = b? points: exemple précédent avec b = 2 et d = 2, mais n'existe pas
toujours. . .

@ pas de (0, m, d)-net en base b pour d > b+ 1 (Niederreiter, 1992, p. 62)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Xoo = | suite-(t, d) | en base b si pour tout k > 0 et tout m >t
les b™ points {Xpm, Xkpm 41, - - - X(k+1)pm—1) forment un (t, m, d)-net
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Xoo = | suite-(t, d) | en base b si pour tout k > 0 et tout m >t

les b™ points {Xpm, Xkpm 41, - - - X(k+1)pm—1) forment un (t, m, d)-net

Quelques propriétés :

@ Surtout intéressant pour t petit
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Xoo = | suite-(t, d) | en base b si pour tout k > 0 et tout m >t

les b™ points {Xpm, Xkpm 41, - - - X(k+1)pm—1) forment un (t, m, d)-net

Quelques propriétés :

@ Surtout intéressant pour t petit

@ pas de suite-(0, d) en base b pour d > b (Niederreiter, 1992, p. 62)
suite-(0, d) en base b > d avec b premier = suite de Faure (1982)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Xoo = | suite-(t, d) | en base b si pour tout k > 0 et tout m >t

les b™ points {Xpm, Xkpm 41, - - - X(k+1)pm—1) forment un (t, m, d)-net

Quelques propriétés :

@ Surtout intéressant pour t petit

@ pas de suite-(0, d) en base b pour d > b (Niederreiter, 1992, p. 62)
suite-(0, d) en base b > d avec b premier = suite de Faure (1982)

@ Suite de van der Corput en base b = suite-(0,1) en base b
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Xoo = | suite-(t, d) | en base b si pour tout k > 0 et tout m >t

les b™ points {Xkpm, Xkbm 41, - - -, X(k+1)bm—1} forment un (t, m, d)-net

Quelques propriétés :

@ Surtout intéressant pour t petit

@ pas de suite-(0, d) en base b pour d > b (Niederreiter, 1992, p. 62)
suite-(0, d) en base b > d avec b premier = suite de Faure (1982)

@ Suite de van der Corput en base b = suite-(0,1) en base b

@ Construction un peu compliquée. . .
Pour b = 2, suites de Sobol (1967), d quelconque — avec un t plus petit
(pour d > 8) pour les suites de Niederreiter (1992)
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance [PRCH Car I ) B ISR AT O E8 € e ) |

Xoo = | suite-(t, d) | en base b si pour tout k > 0 et tout m >t

les b™ points {Xpm, Xkpm 41, - - - X(k+1)pm—1) forment un (t, m, d)-net

Quelques propriétés :

@ Surtout intéressant pour t petit

@ pas de suite-(0, d) en base b pour d > b (Niederreiter, 1992, p. 62)
suite-(0, d) en base b > d avec b premier = suite de Faure (1982)

@ Suite de van der Corput en base b = suite-(0,1) en base b

@ Construction un peu compliquée. . .
Pour b = 2, suites de Sobol (1967), d quelconque — avec un t plus petit
(pour d > 8) pour les suites de Niederreiter (1992)

w suites-(t,d) avec t et b aussi petits que possible et discrépance

D:(Xo0) < ch +o <('°g’r’,)dl>

"~ Halton". .. mais ici C4 \ 0 superexponentiellement quand d — co !
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28 ({in i =S & iz, ¢)
Halton : (n/logn) x D} pour {X,}1 et {X,}15
‘ ‘
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28 ({in i =S & iz, ¢)
Sobol : (n/log n) x D} pour {X,}1 et {X,}15
‘ ‘

g(n)

*
n

nD /lo

15 7

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
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28 ({in i =S & iz, ¢)
Faure : (n/logn) x D} pour {X,}1 et {X,}15
‘ ‘
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28 ({in i =S & iz, ¢)
[n/(log n)?] X Dcent,1,(Xn) pour Halton et Sobol (d = 15)

(/(log n)?, mais pas de normalisation évidente pour Dcent,1,)
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25 (¢ i 60 & afiizs (G d)
[n/(log n)?] x Dwa.1,(X,) pour Halton et Sobol (d = 15)

(/(log n)?, mais pas de normalisation évidente pour Dwa.r,)
95
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25 (¢ i 60 & afiizs (G d)
[n/(log n)?] x Dwa.1,(X,) pour Halton et Sobol (d = 15)

(/(log n)?, mais pas de normalisation évidente pour Dwa.r,)
95

T T T
9
85
o~
—
—~
=
=
o sl |
o
=
=
N
=
<§( 75+ 4
PR il N
o
a o
c . .
7 Feu R4 4
"‘ PR et ¢
.
"b ’ ~ ,,
A ’ N
6.5 AR J i
MY
6 . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

» n = 1000 est petit : le “cube” [0,1]*® a 2!® = 32768 sommets !
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance

Halton, d = 15 : {xx}14 et {xx}1s,
k=1,...,200

Luc Pronzato (CNRS)

Plans d'expériences numériques (1)

2.5 (t, m, d)-nets & suites-(t, d)

Sobol : d =15, {xk}14 et {xk}1s,

k=1,...,200
L
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2 Uniformité: quasi Monte-Carlo, discrépance , m, d)-nets & suites-(t, d)

Faure, d =15 : {xx}14 et {xx}1s, Sobol : d =15, {xk}14 et {xk}1s,

k=1,..., 200 k=1,..., 200
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

3 Critere miniMax & dispersion

3.1 Dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6)

Discrépance : mesure I'uniformité de la distribution des x

m on peut étre moins exigeant et s'intéresser seulement au “remplissage” de 2~
par X, = (X1,...,X,)

dn(Xn, 27) £ supye 9~ Ming<k<n A(X, Xk)
(A on minimise la dispersion ainsi définie | A)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

3 Critere miniMax & dispersion

3.1 Dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6)

Discrépance : mesure I'uniformité de la distribution des x

m on peut étre moins exigeant et s'intéresser seulement au “remplissage” de 2~
par X, = (X1,...,X,)

dn(Xn, 27) £ supye 9~ Ming<k<n A(X, Xk)
(A on minimise la dispersion ainsi définie | A)

o A(x,x") = |[x — x/|| (distance euclidienne)
> ‘ dn(Xpy &) = dmm(X,) = critére miniMax‘
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

3 Critere miniMax & dispersion

3.1 Dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6)

Discrépance : mesure I'uniformité de la distribution des x

m on peut étre moins exigeant et s'intéresser seulement au “remplissage” de 2~
par X, = (X1,...,X,)

dn(Xn, 27) £ supye 9~ Ming<k<n A(X, Xk)
(A on minimise la dispersion ainsi définie | A)

o A(x,x") = |[x — x/|| (distance euclidienne)
> ‘ dn(Xpy &) = dmm(X,) = critére miniMax‘

o A(x,x') = [|x — X'||oc = maxi<j<q [{x}; — {x'};| (distance {.)
b doo n(Xp, Z7) (“boules” = cubes, plus faciles a empiler)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

3 Critere miniMax & dispersion

3.1 Dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6)

Discrépance : mesure I'uniformité de la distribution des x

m on peut étre moins exigeant et s'intéresser seulement au “remplissage” de 2~
par X, = (X1,...,X,)

dn(Xn, 27) £ supye 9~ Ming<k<n A(X, Xk)
(A on minimise la dispersion ainsi définie | A)

o A(x,x") = |[x — x/|| (distance euclidienne)
> ‘ dn(Xpy &) = dmm(X,) = critére miniMax‘

o A(x,x') = [|x — X'||oc = maxi<j<q [{x}; — {x'};| (distance {.)
b doo n(Xp, Z7) (“boules” = cubes, plus faciles a empiler)

o dog n(Xp, ) = dn(X, Z7) pour d =1
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

@ doo,n(xm 3{‘) S dn(xm E%/‘) S \/gdoo,n(xna 3?//1)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

° doo,n(xny 38/) S dn(xny 3?//) S \/gdoo,n(xna 3?//.)
@ Recouvrement par des sphéres (§ 1.1 et 1.3) :

e S ———
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

0 doo n(Xny ) < dp(Xp, ) < Vd doo n(Xny Z)
@ Recouvrement par des sphéres (§ 1.1 et 1.3) :
vo 1/d
(=2) 7 e < da(Xa, 2) = Ppun(Xa) (Vg = vol[2(0, 1)])

@ Recouvrement par des cubes :
% (VO|(%))1/d # < doo,n(xm %-)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

o doo,n(xny 35) S dn(xm 3{) S \/gdoo,n(xna 3?//')
@ Recouvrement par des sphéres (§ 1.1 et 1.3) :

()™ S8 < (X 2) = Sua(s) (Vo = vol[20, 1)

d

@ Recouvrement par des cubes :
% (V0|(%))1/d ﬁ < doo,n(xna %-)

Pour 27 =[0,1]7 (vol(2") = 1)

11
2 Lnl/dj S doo,n(xm %f)
avec égalité pour un certain X,
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3 Critére miniMax & dispersion [EEBENEISIN

° doo,n(xm %) < dn(Xm %) < \/Hdoo,n(xna 3?//)
@ Recouvrement par des spheres (§ 1.1 et 1.3) :

(%)Ud # < dn(xna 3?//) = ¢"7M(X") (Vd - VOl[%(O’ 1)])

@ Recouvrement par des cubes :
L (ol(2))Y 2y < doo (X, 27)

Pour 2" = [0,1]¢ (vol(2) = 1)

S e < doen(Xa, 27) < 2[D5 (X))

avec égalité pour un certain X,

I (d=1)/d < L
< A% pour X, a faible discrépance

» faible discrépance =- faible dispersion
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3 Critére miniMax & dispersion [EECHNDIEIEEY

° doo,n(xm %) < dn(Xm %) < \/Hdoo,n(xna 3?//)
@ Recouvrement par des spheres (§ 1.1 et 1.3) :

(M)l/d L < dn(Xn, 2) = Prumi(Xa) (Va = vol[2(0,1)])

V4
@ Recouvrement par des cubes :
% (V0|(%))1/d ﬁ < doo,n(xna %-)

Pour 2" = [0,1]¢ (vol(2) = 1)

S by < don(Xn, 27) < 2[D5 (X))

avec égalité pour un certain X,

<A (log n)(dfl)/d

> ni/d

1 11 * f 1
émax{w&m}ﬁ VS /]

pour X, a faible discrépance

» faible discrépance =- faible dispersion

minx" <1>r,,M(X")
(qui améliore un peu les bornes du § 1.2)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.1 Dispersion

Inégalités, bornes

Petite

Inter-distance
(miniMax,

dispersion)

Grandes
Intra-distances
(Maximin, énergie)

Uniformité
(entropie,
discrépance)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.2 Suites a faible dispersion

3.2 Suites a faible dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6) J

d =1: pour toute suite Xoo, limsup,_,. ndn(Xoo) > 5025 = 0.7213
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SR ICNNINTVEVE IS SILIN 3.2 Suites a faible dispersion

3.2 Suites a faible dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6) J

d =1 : pour toute suite Xoo, limsup,_, . nd,(Xeo) > 57505 =~ 0.7213
La borne est atteinte pour la suite de Ruzsa :

x1 =1, x = {2 k>0
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SR ICNNINTVEVE IS SILIN 3.2 Suites a faible dispersion

3.2 Suites a faible dispersion (Niederreiter, 1992, Chap. 6)

d =1 : pour toute suite Xoo, limsup,_, . nd,(Xeo) > 57505 =~ 0.7213
La borne est atteinte pour la suite de Ruzsa :

x1 =1, x = {2 k>0

mais D} (X)) # 01 F, pour n = 10000 points (D; ~ 0.0740)

Faible discrépance (< uniformité) = faible dispersion
mais faible dispersion #- faible discrépance
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3 Critére miniMax & dispersion 3.2 Suites a faible dispersion

d>1:31<|infx_limsup, . n"/9ds »(Xso) | < 2|§g2

On connait des suites qui atteignent la borne supérieure ngz

On ne connait pas la valeur de infx__ limsup,_, .. n"/9ds n(Xs0)
(ni a fortiori les meilleures suites X.)
On ne connait peu de choses concernant nl/ddn(Xoc) = nl/dd>mM(Xoc) I
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3 Critére miniMax & dispersion 3.2 Suites a faible dispersion

d>1:31<|infx_limsup, . n"/9ds »(Xso) | < 2|§g2

A . . . Yo 1
On connait des suites qui atteignent la borne supérieure TTog3

On ne connait pas la valeur de infx__ limsup,_, .. n"/9ds n(Xs0)
(ni a fortiori les meilleures suites X.)
On ne connait peu de choses concernant nl/ddn(Xoc) = nl/d<1>mM(Xoc) I

Bornes supérieures (assez pessimistes) :

» Halton en bases (by, ..., by) | do n(Xeo) < maxfiﬁdb
» suite-(t, d) en base b | o n(Xeo) < %
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3 Critére miniMax & dispersion 3.2 Suites a faible dispersion

Ex.: d =4, nde 1 a 100, ®,n(X,) pour Halton (b =(2,3,5,7)), Sobol (t =3,
b=2) et Faure (t =0, b=05)
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3 Critére miniMax & dispersion 3.2 Suites a faible dispersion

Ex.: d =4, nde 1 a 100, ®,n(X,) pour Halton (b =(2,3,5,7)), Sobol (t =3,
b=2) et Faure (t =0, b=05)

08

0.6

04

02 L L L L L L L L L

avec algorithme kmeans sur 10 000
points (suite de Sobol), initialisation des
centres aux n premiers points
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4 Conclusions partie (1) — sans modele

@ Beaucoup de critéres disponibles (géométrie, uniformité)
& () intéressant, mais calculable seulement pour d petit (d < 5)
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& () intéressant, mais calculable seulement pour d petit (d < 5)

@ La plupart sont difficiles a optimiser (non convexes, multimodaux, parfois non
différentiables) m seulement pour d petit

@ Suites a faible discrépance :
plans peu coliteux a générer
points X, bien mélangés (pas nécessaire de fixer n a priori)
s'adapte a 2" compact quelconque (d'intérieur non vide)
(générer dans un cube contenant 27, puis rejeter
les points hors de 27)
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plans peu coliteux a générer
points X, bien mélangés (pas nécessaire de fixer n a priori)
s'adapte a 2" compact quelconque (d'intérieur non vide)
(générer dans un cube contenant 27, puis rejeter
les points hors de 27)

Une méthode efficace et peu coliteuse (pour 2" compact convexe) :
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@ Beaucoup de critéres disponibles (géométrie, uniformité)
& () intéressant, mais calculable seulement pour d petit (d < 5)

@ La plupart sont difficiles a optimiser (non convexes, multimodaux, parfois non
différentiables) m seulement pour d petit

@ Suites a faible discrépance :
plans peu coliteux a générer
points X, bien mélangés (pas nécessaire de fixer n a priori)
s'adapte a 2" compact quelconque (d'intérieur non vide)
(générer dans un cube contenant 27, puis rejeter
les points hors de 27)

Une méthode efficace et peu coliteuse (pour 2" compact convexe) :

o générer N points dans 2~ avec une suite a faible discrépance (N grand)
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4 Conclusions partie (1)

4 Conclusions partie (1) — sans modele

@ Beaucoup de critéres disponibles (géométrie, uniformité)
& () intéressant, mais calculable seulement pour d petit (d < 5)
@ La plupart sont difficiles a optimiser (non convexes, multimodaux, parfois non
différentiables) m seulement pour d petit
@ Suites a faible discrépance :
plans peu coliteux a générer
points X, bien mélangés (pas nécessaire de fixer n a priori)
s'adapte a 2" compact quelconque (d'intérieur non vide)
(générer dans un cube contenant 27, puis rejeter
les points hors de 27)

Une méthode efficace et peu coliteuse (pour 2" compact convexe) :
o générer N points dans 2~ avec une suite a faible discrépance (N grand)

o utiliser un algorithme de type kmeans pour former n amas (clusters)
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4 Conclusions partie (1)

Ex. : X, = 30 points dans un troncon de la mer du Nord

Luc Pronzato (CNRS) Plans d'expériences numériques (1) PECNUM, mai 2015 99 / 106



4 Conclusions partie (1)

Ex. : X, = 30 points dans un troncon de la mer du Nord
30 points Sobol
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4 Conclusions partie (1)

Ex. : X, = 30 points dans un troncon de la mer du Nord
1 000 points Sobol, puis kmeans avec 30 amas
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4 Conclusions partie (1)

Ex. : X, = 30 points dans un troncon de la mer du Nord
1 000 points Sobol, puis kmeans avec 30 amas

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
On peut toujours ensuite optimiser X,,,
rajouter de nouveaux points. ..
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4 Conclusions partie (1)

Mais le fléau de la dimension est toujours la !

d = 50, suite-(0, d) de Faure ™ b > d premier — b =53

n = b9 pour garantir un point dans chaque pavé coupé suivant g dimensions
qg =2 n= 2809
g =50 » n~ 1.6360 108°
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d = 50, suite-(0, d) de Faure ™ b > d premier — b =53

n = b9 pour garantir un point dans chaque pavé coupé suivant g dimensions
qg =2 n= 2809
g =50 » n~ 1.6360 108°

d = 50, suite-(t, d) en base 2, avec t le + petit possible — t = 77
Pour que chaque pavé élémentaire coupé suivant chaque dimension contienne des
points, il faut n = b™ avec 7 g =d = m—t mw m =127 et n~ 1.7014 10

w
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4 Conclusions partie (1)

Mais le fléau de la dimension est toujours la !

d = 50, suite-(0, d) de Faure ™ b > d premier — b =53

n = b9 pour garantir un point dans chaque pavé coupé suivant g dimensions
qg =2 n= 2809
g =50 » n~ 1.6360 108°

d = 50, suite-(t, d) en base 2, avec t le + petit possible — t = 77
Pour que chaque pavé élémentaire coupé suivant chaque dimension contienne des
points, il faut n = b™ avec 7 g =d = m—t mw m =127 et n~ 1.7014 10

w

Voir (Owen, 1998) pour des constructions possibles, du type

Xn={Xs}1.a = ( {){()n(}ifd >

avec par ex. {X,}1.:s a faible discrépance
{Xn}s+1:4 un hypercube latin
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