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| Généralités |

On considére ici une situation ou le phénoméne aléatoire étudié ne présente pas un trop
grand nombre de facteurs (ou bien ils ont été réduits au préalable par technique de screening)
et des informations assez précises sur la réponse sont requises.

Ons 0 i nt ®iraersnsodele statistique de la forme Y(X)=f(x)+ R(X), pour m facteurs, avec f
polynbme d 6 o rddux @onné en tout point du domaine expérimental par :

A B) o [ & [ & [ 20
Onditqueryse st Imoyerfgereral,f,est | 6ef fet liirpe®ai rled edu efte
quadratique du facteurietryjest | 6effet dointeraction entre

Le nombre p de parametres inconnus de ce modéle est égal a :

ad pd o
C

—

#

b p i
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Lorsquene x p®r i ences sont r®ali s®es ceci peut °t
matricielle du modéle :

9 8 R

On suppose classiguement que les résidus sont centres, indépendants et homoscédastiques
donc :

MRI TMAAQMR K)

Le vecteur [ des parametres inconnus du modéle va étre ajusté ici selon la technique des

moindres carrésayant pour objectif de minimiser | 0e
1) 19 8
Silamatricedumodéele Xest de plein rang | desti mateur de
résolution des équations normales suivantes :
r (88 89
On montre que sa dispersion est quantifiée par :
i(r) A(88
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Probléme : est-il possible de réutiliser les plans factoriels ?

LOi ntroduction doeffets ingpossithlielad utgiuleiss atinan ma:
factoriels. En effet pour (par exemple) 2 facteurs la matrice du modele serait :

Mis & part le nombre insuffisantd 6 e x p®r i engd¢es p pPpi P P P
pour cet exemple, les colonnes associées aux 3 pPi P PI P PP
effets quadratiques seront toujours égales a P P PP PP
\I avec ce type de plan. P i ) ) i P P i P

Il devient impossible structurellement d 6 aj wrsmodete d 6 o rddux al 6 ad auplan

d 6 e x p ®ntilisam ces facteurs a deux niveaux (tout comme géométriquement, en
dimension un, il est impossible d 6 a j uwe maniere unique une parabole a | 6 aded e
seulement deux points).

L]
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Objectif : pour n expériences utiliser le « meilleur »pl an doéexp®ri ence pos

On a vu que si la matrice d 6 i n f o r8n8aest diamgonale alors le plan d 6 e x p ® phteaun ¢
est optimal selon divers critéres. Une telle propriété devient cependant impossible a obtenir
pour un modele d 6 o rddux.e

L 6 o b jdedcatvupné matrice d'information diagonale est alors allégé et on recherche des
plans d 6 e x p ® ayarg une matrice d 6 i n f o canantqueodans le sens ou elle contient
un maximum de valeurs nulles.

En pratique un plan d 6 e x p ® pouramfacteurs est dit & matrice des moments canonique Si
et seulement si :

P bomo A R mo
ot o mo
-8tV PA )t mo
T T Tt t) ¢ )
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—| Plans composites centrés |

Un pl an domxme&te ceatne@a@ir m facteurs
est constitué par : T

> 0
1) la partie factorielle qui est un plan composite centré / J> /« -

ou bien une fraction réguliere de résolution V (ou plus),
) : _y ) o, T
2) la partie axiale constituée par tous les points situés et - e 5 i s in . O B
sur les axes du repére et a une méme distance Udu Pai
centre du domaine expérimental, . . !
: o ‘ , . o
3) la partie centrale constituée par nyl ¢ experiences & : /
au centre du domaine. @ l

Le nombre dobéexp®ri enc dlarsqukdadraction réduliene esadéfiniead t a |
| 6 ai de@énédateurs) :

N=2M4+2m+n,
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Exemple : plan composite centré a 2 facteurs (avec une expérience centrale).

On veut alors ajuster le modele :

D ) 1 19 19 1 9 1 9 1 90

Matriciellement il vientdonc9 8 | Ravec:

/pg P Pip P! p\
pPi P PIP PP
PP PiP PP
pip PP PP

8 P T . T
piL Miy WMo

pi T L T | T
\__Q_L__I[ _____ 1T n)

pi TT Tt i TT Tt Tt
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Il vient alors :

_______ W LM T T ¢l T ¢l T

Tt T Cl Tt Tt Tt : Tt

88 |- LA N | SO LSS S S | S m.___T
T ¢4 T T T ¢4 T LTI
LN R L LS T SR T Gl T

T 1A 11 T T T

Ce type de plan doéoexp®rience a cdnomaague.bi en une

Il est ici relativement économique puisque seulement N=9 expériences ont été réalisées (et le
modele a un total de p=6 paramétres inconnus).

Plans factoriels complets 03 / 06
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Probléme : comment choisir en pratique la valeur du parametre | ?

Ce parametrel ai sse ~ | Odegrédeiliberieee prermet¢ ant doobt e
propriétés. Les plus courantes sont les suivantes:

1) Plans composites centrés isovariants. On montre que la réponse moyenne prédite en
X ne dépend que de la norme de X si et seulement si : ( )7
1 C

| I sobdagit ddéaplusacourarmmeatutiisea(ees souvent imposée par defaut
dans les logiciels spécialises).

Facteurz 2

Exemple pour un plan 1
composite centré a deux 08
facteurs avec 4 = 272 (les %)
figures représentent la o
variance de la réponse o8
moyenne prédite). °*)
044 02 04 06 r 08 1 12 14 T o T T
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2) Plans composites centrés a faces centréees.L6 obj ect i f est i1 ci dobav
possibles pour chacun des facteurs. Ceci est atteint si et seulement si U=1 (et il y a ainsi
uniqguement 3 niveaux par facteur).

3) Plans composites centrés équiradiaux. L6oobjectif est 1 ci doavc
doexp®rience situ®s °~ une m°me distance du c
seulement si : I

Cette propri ®t ® permet doéoobtenir certains r¢
| opti malit® du plan dbéexp®rience pour <certe

4) Plans composites centrés presque orthogonaux. L6objectif est 1 ci
de termes de | 6inverse de | a matrice dobéinfor
maxi mum doune situation doéorthogonalit®). Ce

Jo 6T V)
\ C
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Probléme : comment choisir en pratique le nombren,d 6 ex p®r i enc@s centr a

Lorsque les expériences sont extrémement colteuses il est clair g u @st possible de ne
prendre aucune expérience centrale. Dans tous les autres cas de figure il est conseillé d 6 e n
prendre un petit nombre (2,3 ou 4 dans la plupart des cas).

Justification mathématique : représentation de la variance de la réponse moyenne prédite
déun m°me plan composite aggElOlR28etplbur (de hau

0 0.2 04 06 08 1 (1.2 14 16 18 2 22

18/05/2015




_l Plans de Box et Behnken |

Objectif : construred es pl ans dobéexp®rience ut tl0etd.ant un

L 6 i de®Rox et Behnken est de combiner « au mieux » des plans factoriels pour | & |
facteurs afin d 6 o b tae final un plan pour m facteurs a matrice d 6 i n f o rcananiqueo n
(mais ce type de structure n 0 e x paspouwr toutes les valeurs de m).

P P
Exemple pour m=3 facteurs. Le plan / P P TrT[\
de Box et Behnken a alors la matrice p p T
ci-contre. P P T

p T P 0o p
On v®rifie quodoun tel $I51np e Bt pb|<np"n g)
matrice des moments canonique. Il est p T P T P P
construit & partir de 3 plans factoriels p T P
complets pour | & facteurs. mnT p P

n p P

\r P Y
n p P
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Représentation graphique :  les points de ce pland 6 e x p ® sontasitués au milieu des
arétes du cube unite.

»
05
ff/
0
» . .
05 |~
1) ¥
1
05 1
0
05 0
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Plans de Box et Behnken pour m=4 et m=5 facteurs :

P p T T
m T P P
p T T P m=4, Ce plan doexp®rience
$ T P p T n=24, des moments canonique. Il est de
p T p T p=15. plus isovariant.
n p T P
/ P P M T T
m T p p T
T p T T p
p T p T T _ Ce plan doexp®rience
m T T m=5, des moments canonique.
$ PP n=40
T P P T T =21’
p T T p T p=<l.
m T p T P
\ p T T T p/
LI p T p T
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Un plan doéexp®rience tr <DBehpkemppodrmi7/rfaeteurs. | e pl a
1) sa matri ce a@onigue,or mati on est
2) il sbéagit doigavaripnt,an doexp®ri ence
3) il nbdest p=hmegxpesiebceq (@ eompaeer au plan composite centré
pour 7 facteurs en Nn=78 expériences au minimum).
m T T P P p T
/ p T T T T P p\ Au moins une experience
Tt p T T p T P centrale doit étre ajoutée
$ P p T p T T T afin dbéassurer |
m T P P T T P de ce plan dbéexp(
\ p M p M p T n/
Tt P p T T p T
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Quabtéside @s plathed’ egp@dence | aucun parametre yarable, e n ¢ e
seulement 3 niveaux par facteur.

Dé@dua det ces pthes dexpérienré :a aucun pavametre Variable, n ¢ e
ndexi stent !'pas toujours

a + X b
@ 2 - ®
® °
® ® /.
® @
o [s]
e X3 &) [ ]
. a
X1
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_| Plans simplexes augmentes |

Technigue des pl augmsentdste x p®r i enc e

a tout couple de points (URJ)du pl an doéexp®rience J(Unil)8al ¢

Cette technique est généralement utilisée avec r;
u pl an

pour plan dbéexp®rience initial facto

En dimension 2 augmenter de la sorte un plan
factoriel complet conduit a un plan composite
centré (voir la figure ci-contre). —o o ro—

ldée : utiliser cette technique avec cette fois un
pl an doe sip®@axée ®dmneee T
point de départ.
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Probléme : comment choisir en pratique la valeur du parametre | ?

Il est souvent fixé (par « habitude ») & la valeur U=0,5. Le parameétre | peut cependant
°tre d®termin® de mani re ° obtenir diverses

1) des valeurs de | maximisant le critere maximin ont été déterminées explicitement.

2) des valeurs de | maximisant le déeterminant delamatriced 6 i nf o r8ant i o n
éte déterminées numeriquement.

EFF

Représentation graphique pour
m=5 facteurs plus 3 points au
centre (D-efficacités relatives par
rapport a U=0,5).

ALPHA
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Quabtéside @s plathed’egp@isencel phansgoddpsatpr@®&; hence
facilement constructibles,
propriétés geométriques simples,
existent toujours.

D@du@E de ces pthes dexpérieqpé capasddex m@t r & o eanodhiguenf or mat i
niveaux des facteurs complexes.

. Exemple de plan simplexe
S augmenté pour m=2
' ' " facteurs.

Plans simplexes augmenté 04 /04 18/05/2015




_| Plans hybrides |

Objectif : construred es p | ans ddé eexitp (Ritle, pour m éacteurs, a partir de
pl ans doe x pffRacése pourdm-1)dacteurs.

Exemple du plan hybride de type 311A : / P P pT\/E\
P PPl
P piPIG
Construction ~ partir doJunp pipT\/E
plan composite centré Ve T pT\/E
isovariant pour m=2 $

facteurs (colonnes 1 et 2). Voo m PTG
n v pTV¢
mo Vi pig

LR | SERV/
\ moomioVe )

Tt ! T
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Un plan dbéexp®rience hybride

1) sa matri ce ahdonhigue,or mati on

2)

3) il nbéest DpDInexpésiedceq (@ eompaeer
au plan composite centré pour 6 facteurs en n=44
expériences au minimum ou encore au plan de Box et
Behnken pour 6 facteurs en n=49 expériences au
minimum sans avoir une structure canonique ).

Plans hybrides 02 /03

€S

| sbéagit doigavaripnt,an dbéexp®r

$

:I:I:I:I:I:I:I:I:I:Ihh'O'O'O'ﬁ)'O'O'o'O'Ol'o-O'o-O'O'O'o

49 9333332 ~rnr 1300020000 PVoo0ODDDDODO

A4 3 3 4d43» » 333 30 0O OHOO OO PO O O DD OO

o
:|:|:|,:|h.ﬁ:|:|:|:|:|:|'O'O'O'O'D'D'D'O'%'O'O'O'O'O'O'D

4994 »N» 3 43 4 4 4 89 0O 0OTODOTODDOOEOD OO OO0

oo
oo
oo
oo
oo
oo
PTG,

pho
pIao
pIao
pIao
pho
pho
pho
oo
¢Wo
¢Wo
¢Wo
o
¢Wo
¢Wo
¢Wo
o
o
¢Wo
TWo
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Quabtéside @s plathed’egp@isence | phandgoddpdepddite itadleg c e
certains de ces plans dobex
doi nt ®ressantes propri ®t ®s

Dé@du@E de ces pthes dexpérieqpécapasddex m@t r & o eanothiguereh gémérala t i
ndbexi stent pas toujours !
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_| Plans D-optimaux |

L 601 @&s®de quantifier la « qualité » d 6 wlan d 6 e x p ® ™Monmeén dnecritere classique
consiste a utiliser le déterminant de la matrice de dispersion ( 8 8§ (inverse de la matrice
doéi nformation)

DEFINITION

Etant donné un modele linéaire a p parametres inconnus ajustée a | 6 a d d eptan
déexp®didematriee d 6 i nf o #mla D-efoicacité de ce pland 6 e x p ® est e n

quantifiée par : .
5 (#) ($AH))

Au sein d 6 u classe de plans d 6 e x p ®F iue plane 6 e x p ® A estnatoes dit D-
optimal si et seulement si :

LANT hE #:) B #)
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ldée générale :unpland 6 e x p ® est e & ek @mailleur » que sa matrice de dispersion
est « petite » (en introduisant ici un ordre al 0 adétdrminant)

Remarquons que :

A est D-optimal dans” A minimise B (# ) ($ A )) ! dans”
A minimise $ A#® ) dans”
A maximise $ A®) dans”
puisque 06 ) pTOQWG )

Il en découle g u 6 wWesaualités du critere de D-optimalité est sa simplicité p u i s gquivaut |
donc simplement & maximiser le déterminant de lamatriced 6 i nf o #ma8 8o n

Plans D-optimaux 02 /04 18/05/2015




Intérét de ce type de plans :

1) adaptation a des situations ou le nombre d 6 e x p ® r regquis oepgut étre obtenu a
| 6 ad &dyand 0 e x p ® « dlassifjuee,

2) adaptation a des situations ou le domaine expérimental doit tenir compte de
contraintes particuliéres.

Exemple. On considere ici | 6i njdecti o
plastigue dans une piece en fonction de la

température et de la pression. §

Les zones en bleu correspondent a des g -

valeurs conduisant a du plastique trop =

solide ou trop liquide. 1075

Un plan d 6 e x p ® rDioptimal een n=6

expériences a eté alors genére. 1000

450.0 452.5 455.0 457.5 4600
A: Temperature
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Quabtéside @s plathed’ egp@idence | grande sduplessend®d a deanpctea t:i o n
critéere relativement simple a manier,
critére invariant par changement de variables affine.

Dé@du@ det ces pthes dexpériené :a obligatibrode passerpar des techniques
algorithmiques ( al gor i t hme do®char
problémes éventuels de convergence,

géomeétriguement le critére de D-optimalité a

tendance a favoriser des expériences a la limite du
domaine expérimental.

[EL R R = = A = = W
-

o e TR e e Sélection d 6 usous-ensemble de points
Th L maximisant le critere de D-efficacité.

LE R = T = I - 5 5 O -]
[ ]

large / ydrephabic sl | Frydrophiic
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V4

Réesumeé

p CCD BB Simp. Hybr.
02 facteurs 06 08 (1.33) X 06 (1.00) X
03 facteurs 10 14 (1.40) 13 (1.30) 10 (1.00) 11 (1.10)
04 facteurs 15 24 (1.60) 25 (1.67) 15 (1.00) 15 (1.00)
05 facteurs 21 26 (1.24) 41 (1.95) 21 (1.00) X
06 facteurs 28 44 (1.57) 49 (1.75) 28 (1.00) 28 (1.00)
07 facteurs 36 78 (2,17) 57 (1.58) 36 (1.00) 46 (1.28)
08 facteurs 45 80 (1.78) X 45 (1.00) X
09 facteurs 55 146 (2.65) | 121 (2.20) 55 (1.00) X
10 facteurs 66 148 (2.24) | 161 (2,44) | 66 (1.00) X

Matri ce do6camohique mljat il savariance
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Extensi on pl ans dojexp

Une cause courante de mauvaise ajustement d 6 unmodele est | hétérogénéité des
données observées (matieres premieres de provenances différentes, ouvriers différents,
sexe du patient, etc....). Dans ce cas il est naturel d 6 e s sda& yegrauper les expériences
(a priori) homogenes dans des sous-ensembles appelés blocs.

On peut enrichir le modéle classique pour surfaces de réponses en introduisant des
effets de blocs. En désignant par b le nombre de blocs on considere alors le modele
statistique de la forme Y(x) =f,(x) + R(X) pour les réponses associées au bloc I, avec f,
donné en tout point du domaine experimental par :

A AOB) 1 ) I @ [ @ I 290

Onditquey,est Idddct (pt ! A
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Difficulté liée a un tel modéle : la matrice du modele contient les valeurs 0 ou 1 dans
les colonnes associées aux effets des blocs (pour désigner respectivement une absence
ou une présence dans le bloc considéré). Il en résulte que la matrice du modeéle ne peut
jamais étre de plein rang (problématique identique au cas des facteurs qualitatifs).

llenrésultel 6 o b | d § at deb costraimtes d identifiabilité. Par exemple :

1T

Objectif classique : obtenir des plansd 6 e x p ® blogqeés oréhogonalement, ¢ 0 eadite
tels que les estimateurs des parametres du modeles « usuel » (effets linéaires, quadratiques
et doi nsaentaentiquesgqu i | y ai t d eBsdéslghnedaanstricedes n o n .
i ndicatrices des blocs on montre quodoun pl an
seulement si :

18/05/2015




Exemple : considérons un phénomene aléatoire dépendant de m=3 facteurs et supposons
gue b=3 blocs soient requis.

L 61 th®las « économique » consiste a utiliser un plan d 6 e x p ® classggue paur le
modele sans bloc (un plan de type CCD ici) et de le partitionner judicieusement en b=3
parties.

Concernant le choix des blocs les parties factorielles et axiales forment naturellement des
blocs utilisables. La partie factorielle peut elle-méme étre encore décomposée al 6 aded e
fractions régulieres de résolution Il si nécessaire (on obtient ainsi une matrice
doi nf oxcecaaohigue ndans un sens généralisé).

On peut alors effectuer le choix suivant ici :

¢

bloc 1 : partie factorielle telle que \!

bloc 2 : partie factorielle telle que -\l h

bloc 3 : partie axiale.
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Décompositionenb=3 b | oc s

Exp.

Facteur 1

Facteur 2

Facteur 3

d éomposipelcentré.

Extension

Facteur 1

Facteur 2

Facteur 3
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Supposons maintenant que n; expériences centrales ont été ajoutées au bloc i (i=1,2,3). On
vérifie alors que le blocage orthogonal est obtenu si et seulement si :

AA@\/:

If aut en fait que tous | es paobloesrsdiestéegauxaf;mn par |
déoobtenir | e blocage orthogonal

—_—)
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